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O PET CIVIL UFSCar

O Programa de Educacdo Tutorial da Engenharia Civil da UFSCar, visa
propiciar ao curso o desenvolvimento de atividades complementares, com
enfoque inovador e sistémico das diversas areas da Engenharia Civil,
considerando os impactos ambientais e sociais decorrentes, preparando
profissionais para os desafios da vida contemporanea. Busca-se uma formacao
multidisciplinar, ampla e diversificada ao extrapolar os conteudos formais do

Curso.

O PET Civil iniciou suas atividades em marco de 2013, tornando-se um
dos primeiros no estado de Sdo Paulo na area da Engenharia Civil, tendo como
filosofia e objetivos o tripé: pesquisa, ensino e extensdo. O programa, em geral,
busca oferecer uma melhoria do ensino de graduagao, a formagao académica
ampla do aluno, uma diversificagdo das atividades académicas, a

interdisciplinaridade e a atuagao coletiva.

Com isso, seguindo a area de ensino do tripé do programa, O grupo
oferece esta apostila de nivelamento para auxiliar os novos membros da

graduacao nas aulas e também para servir como material didatico de consulta

sempre que precisar relembrar algum assunto.
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Assuntos flbordados

A apostila foi dividida em trés eixos de aprendizagem, sendo:

Pré-Calculo
Geometria Analitica

Calculo

Cada um desses capitulos abordardo tdpicos importantes que o

compdem, aproveite.
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1. PRE CALCULO

Nesse primeiro capitulo, serdo abordados os principais topicos de
funcdes, inequacgdes, fatoracdao, modulo e logaritmo para que vocé possa

aplica-la ao longo do curso, ja que séo a base de tudo!

1.1  Funcgoes

1.1.1  Fungoes Continuas

Funcdes continuas sao as funcdes que ndo possuem ‘quebras” ou
‘saltos”. Grosseiramente, pode-se afirmar que uma funcao € continua quando

conseguimos tragar o grafico da fungao sem retirar o lapis do papel.
Exemplos:

A f(x) =x+ 2

-

WA AN DY O

v

Portanto f(x) = x + 2¢éuma

funcao continua.

-1
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C. f(®)
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sen(x)

-2

-10

ﬂ KM 235 -
F www.FraceEBDOK.COM/PETEIVIL.UFSCARS

TRTERTFYTONNCOT RO~

PET ENGENHARIA CiVIL
DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA CIVIL
LUNIVERSIDADE FEDERAL DE SAO0 CARLOS

ROoOD. WASHINGTON LUz (SP-3210)
S5A0 CarLOos - SP

PETCIVILUFSCAR@GMAIL.COM
R, (16) 3BO6-6589

Portanto f(x) = x> éuma funcao

continua.

Portanto f(x) = sen(x) é uma

funcao continua.

D. f(x) ={1, x =0; xz, caso x#0}

Portanto

f(x) ={1, x=0; xz, caso x#0}

nao é uma funcgao continua.
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E. f(x) ={2x, x > 1; —x - 3, casox < 1}

/ Portanto
0 f(x) ={2x, x > 1; —x2—3, casox < 1}

nao é uma funcao contina

1.1.2  Fungoes Polinomiais

As fungdes polinomiais sdo funcdes continuas e sao definidas por

expressoes polinomiais. Elas sao representadas pela expressao:

f(x)=anxn+a x ta x  +.t+ax tax

n—1 n—1 n—2 n-—2 0

Ondea ,a  ,a ,, . ,6 a ea, sd0 as constantes que chamamos de

coeficientes do polinébmio e X, X X

1! Ky xlexo sao as variaveis da

funcdo. Cada fungdo polinomial associa-se a um unico polinémio, sendo assim

chamamos as fungdes polinomiais também de polinémios.
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Exemplos de fungoes polinomiais:

A f(x)=2x+1

B. f(x) =% + 2x + 1

1.1.3  Fungoes Logaritmicas

A fungéao logaritmica de base a € definida como log xcoma real, positivo

e a#1. A funcdo inversa da fungdo logaritmica € a fungdo exponencial. O
logaritmo de um numero é definido como o expoente ao qual se deve elevar a

base a para obter o numero x. Questdes advindas do processo de como calcular
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serao vistas no Capitulo 1.5 - Logaritmos. Seu grafico apresenta o seguinte

formato:

1.1.4 Fungoes Exponenciais

Funcao Exponencial é aquela que a variavel esta no expoente e cuja base
€ sempre maior que zero e diferente de um. Essas restricoes sdo necessarias,
pois 1 elevado a qualquer numero resulta em 1. Assim, em vez de exponencial,
estariamos diante de uma funcao constante. Além disso, a base ndo pode ser
negativa, nem igual a zero, pois para alguns expoentes a funcdo nédo estaria

definida, de forma que a fungéo exponencial apresenta o seguinte grafico:

Vale ressaltar que exponencial é a inversa da funcao logaritmica, de forma
que, conhecendo o grafico da funcao exponencial de mesma base, por simetria

podemos construir o grafico da fungao logaritmica.
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" Bissetriz

1.1.5 Fungoes Trigonométricas (ou Fungoes Circulares)

Funcdes Trigonométricas sao relacionadas com as demais voltas do
circulo trigonomeétrico. As principais fungdes trigonomeétricas sao: seno, cosseno

e tangente.

-> Seno: € uma funcao periodica e seu periodo € 2m. Ela é expressa por:
f(x) = sen(x). No circulo trigonométrico, o sinal da funcao seno é positivo
quando x pertence ao primeiro e segundo quadrantes; e no terceiro e quarto

guadrantes o sinal é negativo.

Além disso, no primeiro e quarto quadrantes a fungao f € crescente. Ja no
segundo e terceiro quadrantes, a funcdo f € decrescente. O dominio e o

contradominio da funcao seno esta definido para todos os valores reais. Em

10
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relagdo a simetria, a fungdo seno é uma fungédo impar, de forma que:
sen(— x) = — sen(x). O grafico da funcédo seno f(x) = sen(x) € uma curva

chamada de senoide:

-> Cosseno: é uma funcao periddica e seu periodo é 2m. Ela é expressa por:
f(x) = cos(x). No circulo trigonométrico, o sinal da fun¢do cosseno € positivo
quando x pertence ao primeiro e quarto quadrantes; e no segundo e terceiro

qguadrantes o sinal € negativo.

Além disso, no primeiro e segundo quadrantes a fungao f € decrescente.
Ja no terceiro e quarto quadrantes, a funcao f é crescente. O dominio e o
contradominio da funcao cosseno esta definido para todos os valores reais. Em
relacdo a simetria, a fungdo seno € uma funcado par: cos(— x) = cos(x). O

grafico da fungdo cosseno f(x) = cos(x) € uma curva chamada de cossenoide:

11
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-> Tangente: A funcado tangente é uma fungéo periddica e seu periodo é . Ela é
expressa por: f(x) = tg(x). No circulo trigonométrico, o sinal da funcao
tangente é positivo quando x pertence ao primeiro e terceiro quadrantes. Ja no

segundo e quarto quadrantes, o sinal é negativo.

Além disso, a funcao f definida por f(x) = tg(x) é sempre crescente em

todos os quadrantes do circulo trigonométrico. O dominio da funcao tangente é

T

Dom (tg(x)) = {xeR|[x#de -

+ km; k € Z}. Em relacdo a simetria, a fungao

tangente é uma funcao impar, de forma que: tg(— x) = — tg(x). O grafico da

funcdo tangente f(x) = tg(x) é uma curva chamada de tangentoide:

12
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=¥

1.2 Inequagoes

Equagbes sdo expressbes matematicas que possuem uma ou mais
varidveis e um sinal de igualdade (=), j& as inequacgdes, possuem um sinal de
desigualdade, podendo ser: < (menor que) e > (maior que), podendo também
estarem acompanhadas do sinal de igualdade, sendo: < (menor ou igual a) e =

(maior ou igual a).

Dica: Toda vez que multiplicamos a desigualdade por (=1) temos que

inverter o sinal da desigualdade.

Exemplos:
a) 2x — 4 > 6
2x > 6 + 4

2x > 10

S ={x € R/x>5}

13
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b) ¥’ —2x— 8 <0

Primeiro, sdo necessarias as raizes da equacao do segundo grau, para

depois estudar o sinal. Para analise dos sinais, sera preciso montar um grafico

da funcao f(x) = X' — 2x — 8, resolvendo a equacao do segundo grau através

de Bhaskara:

X' —2x— 8 =0

Aplicando Bhaskara:

A=b—-4-a-c xz—_(_zz)ﬂi\/%
2
A=(=2)—-4-1-(-8) x1:—2 e x2:4
A = 36
_ =b+A
X =
2a
Graficamente:
+ +
—Q O——> X
.2 . 4

2, . . . .
Nesse caso o termo x € positivo, portanto, o graﬂco tera a concavidade

voltada para cima. A solugéo para a inequagao é

S={x€eR/ —-2<x<4}

14
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c) 2’ —2x+ 5 <0

Como realizado no exercicio anterior, iremos encontrar as raizes da

funcao, através de Bhaskara.
A=b-4-a-c
2
A=(-2"-4-2-5
A =— 36

Como o A resultou em um numero negativo, podemos dizer que x; € X,

ndo pertencem aos nUmeros reais.

Graficamente:

+ + + + 4+ + 4+ +
S X

-~

Apesar das raizes ndao pertencerem aos numeros reais, pelo grafico

percebemos que a solucao sera:

S =R

1.2.1 Inequagoes Simultaneas

Inequacdes simultaneas acontecem quando € necessario satisfazer mais

de uma inequacao.
Exemplos:
a) 3x—4>0e—x +4=0

Primeiramente, resolvendo separadamente:

15
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3x —4>0 —x +4=0
3x > 4 —x=2—4
x > 2 x< 4
3
- W - X
Fl 4

> X
an
ey
4
O —> x
43 4

A solucao sera:

S={x € R/F<x<4

3x —2>4x+1 e 5x+1<2x —5

Primeiramente, resolvendo separadamente:

3x—2>4x + 1 5 +1<2x -5

3x —4x>1+ 2 S5x —2x <—-5 -1

- x>3 3x <—6

x <—3 x <— 2
oS

16
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Para saber a solucao geral é preciso fazer a interseccao das solucdes de

cada inequacgao:

:‘ x intersecdo

Com isso, temos que a solugéo sera:

S ={x € R/x<—3}

c) -3<x+2<5

Subtraindo 2 de cada parte da inequacéao, teremos:

—-3-2<x+2-2<5-2

—5<x<3

Com isso, a solucao sera:

S={x€e€R/—-5<x<3}

d —2x+3<x+6<2x

Resolvendo separadamente cada uma das duas partes:

— 2x

— 2x

— 3x

+

<

IA

x+ 6

—x<1

17
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x + 6 < 2x

6
6 <2x —x O > x
x> 6

Para sabermos a solucao geral, faremos a intersecgao das solucdes
separadas:

\/
=

Oo
\\74
b

(=21

O > x intersecdo

Com isso, temos que a solugéo sera:

S ={x € R/x > 6}

e) —8<x —2x—8<0
Resolvendo separadamente cada uma das duas partes:
X —2x—8+8>0
x2 —2x =0
x(x —2)=0

O caso desse exercicio € um caso de inequacao produto, proximo item
desta apostila. Para introducdo vamos resolvé-lo pensando em analisar duas
fungcdes de modo separado (primeiramente f(x) = x e, em seguida,
g(x) = (x — 2).

18
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A seguir estao os graficos de f(x) e g(x).
fx): g(x):
+ s
= X —= X
— 0 e 2
0 2
| |
| 1 ~x f(x
| |
| l > X g ¥
| |
j | > X f1x.9(%

A segunda parte desenvolvida, resulta:
2

x —2x—8<0

Raizes da funcao:

A=(=2"-4-1-(-8) =36

_ =(=2)+36
X 2*1

_ (246)
X ="
x, == 2e x, = 4

= X

Para saber a solugao geral € preciso fazer a interseccdo das respostas:
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> X

— X

-

-2 0 2 4
|
|
|
1
|

— ——— —> X intersegao
I ' I

Com isso, temos que:

S={x€R/ —-2<x<0o0u2<x<4}

1.2.2 Inequagao Produto

Nesse caso € necessario avaliar produtos de funcbes junto com
desigualdades. Além disso, o sinal é um fator muito importante, por isso, é bom

ficar atento ao mesmo.
Exemplos:
a) (x+2)2x—-1)>0
Considerando f(x) afungdox + 2e g(x) de 2x — 1, temos que:

e Raizde f(x):x + 2 = 0 - x =— 2 (coeficiente angular positivo -

fungéo crescente)

P

e Raizdeg(x):2x —1=0 »x = % (coeficiente angular positivo —

fungéo crescente)
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— X

ey B

- ) = o f o -
- =0
“‘\J/I'H W/
1
x
a
x

Com isso, temos que a solugao é

S ={x € R/x<—20ux<%}

p) (=20GH

(4-x)

Condicao de existéncia: 4 — x deve ser diferente de zero. Dessa forma,
x * 4.

Considerando 1 — 2x como f(x), 3 + 4x como g(x) € 4 — x de h(x),

temos que:

e Raizdef(x))1 —2x=0 -»x = % (coeficiente angular negativo —»

funcdo decrescente)
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-t

> X
112 -—
. 3 . ..
e Raizdeg(x):3 +4x =0 »x =— e (coeficiente angular positivo —
fungdo crescente)
-+

= X

— 34

> x g(x
__-_'3'! hK

»x [f(® 9(x% (X

M Y . WD (R S—

Com isso, temos que:

S={xER/_T3<x<10ux<4}

c) (Z_x—+2) > 0
(x"—4x-5)

Condicao de existéncia: x> — 4x — 5 deve ser diferente de zero.

Raizes da funcéo:
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A=(=4"-4-1-(=5) =36

—(=4) +/36
X = 2*1
X, == 1 ex, = 5

Portanto, x deve ser diferente de-1e 5

Considerando — x + 2 como f(x) e X’ — 4x — 5 como g(x), temos que:

e Raizdef(x))—x+2=0->x=2

e Raiz de g(x): Como ja foi calculado na condigao de existéncia as raizes da

funcéo g(x) séo-1e 5.
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Analise de sinal para f(x) e g(x) em cada intervalo:

-1 2 5

I ' |

I U > x f(x

| | I

! l ' >x g(x

| I I

) ) D X (% g (X

Com isso, temos que:

S={x e€eR/x<—1ou2< x<5}

1.3 Fatoragao

Fatoragdo é um processo matematico que consiste na representacao de
um numero ou uma expressao de uma forma diferente, como produto de fatores,

buscando simplificar equacdes e expressdes algébricas.
1.3.1 Fator Comum

Esta é a forma de fatoragdo em que se isola o termo em comum da soma

algébrica, transformando-a em um produto, conforme esquematizado abaixo:
a.c +a.d =a.(c + d

Nesse caso, “a” é o fator comum da expressado “a. ¢ + a . d’, que no lado direito

da igualdade, foi colocado em evidéncia, resultando na expressao “a . (c +d)".

Exemplos:
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a) 4x + 4y = 4. (x + )

Neste exemplo, o fator comum ¢é o 4 e, portanto, ao lado direito da

igualdade ele esta em evidéncia.

b) Fatore a expressao: 36x2y2 - 48x3y4.

Primeiramente, podemos decompor os valores 36 e 48 em relacdo ao seu
maximo divisor comum, que € o0 12, de modo que a equacado passa a ter a

seguinte forma:

(12. )y’ — (12. Hx'y*

“«_n

Em relacdo ao “x’, como esse aparece nos dois termos, pegamos sua

2n u .

poténcia com menor expoente, nesse caso, 0 “x*”. Fazemos 0 mesmo com o “y”,

20

pegando o “y** que € a poténcia com menor expoente. Com isso, construimos o

primeiro fator da nossa nova expressao, sendo esse, o fator comum nos dois

n 2 2"
termos "12x y .

Para construir o segundo fator da nossa nova expressao, dividimos cada

um dos termos da equagao original pelo fator comum encontrado:

% 48x°y" 2
36x2 - =3¢ zyz = 4xy
12x7y 12x y

Cabe lembrar que ao realizar uma operagao de divisdo de poténcias de
mesma base, mantemos a base e subtraimos o expoente. Dessa forma, a

fatoracao resulta na expressao direita a igualdade:

36x2y2 — 48x3y4 = 12x2y2(3 - 4xy2)
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1.3.2 Fatoragao por Agrupamento

Esse tipo de fatoracao é utilizado quando ndo ha um termo em comum na
expressao analisada, sendo geralmente aplicado quando ha um ndmero par de
termos na expressao original. A ideia, é buscar fazer a fatoragdo por fator
comum em grupos separados, visando verificar se aparecem termos comuns na
expressao completa para dar sequéncia ao processo, conforme exemplificado

abaixo:
a.c+b.c+a.d+b.d =cla+b)+dla+b) = (c+d).(a+b)
Exemplos:
a) Fatore a expressdo: xy — 3x + 2y — 6.

Nesse caso, nao é possivel encontrar um fator pelo qual possamos dividir
todos os termos, entdo, tentaremos aplicar a fatoragdo por agrupamento,

agrupando os termos de dois em dois para procurar fatores comuns:

Xy -3X+2v-6

“_n

Analisando dessa forma, em “xy — 3x”, o fator comum é o “x". Ja para
2y — 6", o fator comum é o 2. Colocando esses fatores em evidéncia,
chegamos em x(y — 3) + 2(y — 3), e com isso, obtemos “(y — 3)" como um

novo fator comum, que ao ser evidenciado resulta na equacéo (x + 2)(y — 3).

b) Fatore a expressao: 6x° — 4ax — 9bx + 6ab.

Como néao é possivel achar um fator pelo qual possamos dividir todos os

termos, iremos agrupar os termos separadamente e procurar fatores comuns:

6x4- 4ax -9bx + 6ab
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Para o primeiro grupo, temos 2, como o maximo divisor comum entre 6 e
4, e "x", como o fator comum. Portanto, podemos colocar “2x" em evidéncia. Para
construir o segundo fator, faremos a divisdo dos termos originais (6x? - 4ax) pelo
primeiro termo da nova equacgéo (2x):

2

6x —4ax

———=3x — 2a
2x

No segundo grupo, temos 3 como maximo divisor comum entre 9 e 6 e
‘b" como fator comum. Seguindo 0 mesmo passo a passo feito com o primeiro
grupo, colocamos “3b" em evidéncia e fazemos a divisao dos termos originais

pelo primeiro termo da nova equagao para obter o segundo termo:

—9bx+6ab

3b =— 3x + 2a

Para ficarmos com dois termos iguais, (3x — 2a), multiplicamos

(— 3x + 2a) por-1. Logo, ficamos com — 3b(3x — 2a).

Sendo assim, chegamos na seguinte igualdade:

6x° — 4ax — 9bx + 6ab = 2x(3x — 2a) — 3b(3x — 2a).

Dessa forma, como (3x — 2a) aparece nos dois termos, podemos

coloca-lo em evidéncia, chegando ao resultado:

(2x — 3b)(3x — 2a)

1.3.3 Diferenga de quadrados

Nessa forma de fatoracao, utiliza-se o conceito de que “a diferenca entre
dois quadrados equivale ao produto da soma pela diferenca destes dois termos”,

ou seja:

= b= (a+b). (a-b)
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Exemplos:

a) Fatore a expressao: a’ — 16.

Extraindo a raiz de cada um dos termos, obtemos:

Vo =16 =a - 4

Com essa informagéo, podemos indicar a expressdo como o produto da

soma pela diferenca das raizes encontradas, de forma que:
‘=16 = (a + 4)(a — 4)

b) Simplifique a expressdo numérica: 123456” — 123455°.

Como os dois termos sdo poténcias elevadas ao quadrado, concluimos

que a expressao € uma diferenca de quadrados, em que, seguindo a defini¢ao,

“_n

123456 seria o termo “a” e 123455 o termo “b”. Sendo assim, temos:

123456° — 123455° = (123456 + 123455). (123456 — 123455)
Resolvendo as operagdes em cada termo:

(123456 + 123455). (123456 — 123455) = (246911) . (1)

Logo: 123456° — 123455° = 246911
1.3.4 Trindmio Quadrado Perfeito (TQP)

Uma expresséo algébrica (que ndo pode ser reduzida) formada por trés

parcelas é denominada trindbmio.

Quando precisamos fatorar um trinbmio, o primeiro passo € verificar se

ele é um trinbmio quadrado perfeito, isto &, se ele provém do produto notavel do
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quadrado da soma ou do quadrado da diferenga, devendo seguir um dos

diferentes formatos:

@ +2ab+b°=(a+b)’ ou a’—2ab+b = (a-b)
Devemos verificar ainda, se a equacao satisfaz duas condicdes:
I) Dois termos do trindémio s&o quadrados perfeitos e precedidos do sinal “+”

“w on

II) O outro termo, precedido do sinal “+" ou do sinal

" n

, € igual ao dobro do
produto das raizes dos termos quadrados.

Exemplos:

a) Fatore a expressao: x2 + 8x + 16.

Avaliando a primeira condicao:

i+ 16 = x + 4

Com a primeira condicao satisfeita, avaliamos a segunda condigéo:
8x =(2.4.x)

Como a segunda condigao também esta satisfeita, temos um trinémio do

quadrado perfeito, e assim, podemos aplicar a fatoracao:
X+ 8x +4° = (x+4)2

b) Fatore a expressao: 9x” — 30xy + 25y2.

Seguindo o passo a passo utilizado no exemplo anterior, avaliaremos as

duas condigdes necessarias.
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Avaliando a primeira condicao:

‘\/9x2 + ‘\/25y2 = 3x + 5y
Avaliando a segunda condigao:
— 30xy = (2. 3x. 5y)

Com as duas condicdes satisfeitas, podemos fatorar:

9x” — 30xy + 25y2 = (3x — Sy)2

E importante observar que como o termo “30xy” é negativo, temos o

quadrado da diferenca de dois termos.

c) Fatore a expressao: 16x2 + 10x + yz.

Avaliando a primeira condicao:

\/16x2 + \/yz =4x + y
Avaliando a segunda condicao:
10xy # (2. 4x. y)

Logo, este ndo é um caso de trinbmio do quadrado perfeito e nao

podemos utilizar essa técnica de fatoragao.

1.3.5 Trindomio Soma e Produto

, . ~ . « 2 n s . sy
A técnica de fatoracdo do tipo “x™ — Sx + P" € muito util para resolver
problemas envolvendo fungdes polinomiais do 2° grau, sendo uma alternativa

para a tradicional férmula de Bhaskara.
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. ~ . . " 2 n N N
No trinébmio do tipo “x™ — Sx + P, 0s termos indicam:
S = soma das raizes;
P = produto das raizes.

Para realizar esse tipo de fatoragao, precisamos encontrar dois numeros
tais que a soma equivale a “S" e o produto equivale a “P". Estes numeros séo as
raizes de um polindmio do segundo grau e sdo chamados de x’ e X" (ou X; € Xy).

Portanto:
S=x"+x"eP=x".x"
Com estes valores, podemos realizar a fatoragao da seguinte forma:
xz—Sx+P= (x—xY. (x —x")
Exemplo:
a) Fatore a expressao: x*— 12x + 20.

Ao analisar as condicbes exigidas para que este seja um trinbmio do
quadrado perfeito, pode-se observar que esta expressao ndo se encaixa nesse
caso. Logo, optaremos pela fatoracdo do tipo estudado nesse tépico, por soma
(S) e produto (P).

Dessa forma, precisamos encontrar dois numeros, tais que S seja igual a

12 e P sejaigual a 20.

Como o produto € positivo, ambas as raizes a serem encontradas, devem
ter sinais iguais, e como a soma € negativa, podemos concluir que os numeros

buscados sdo negativos
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Assim, ao fazer a decomposi¢do do numero 20 e buscando encontrar as

alternativas possiveis para a soma, concluimos que as raizes sdo 0os numeros 2

e 10.
20| 2
10| 2
55
111

§S=—2-10 =12
P=(-2).(-10) =20
Mediante a isso, obtemos a seguinte fatoracao:
X’ = 12x + 20 = (x — 10). (x — 2)
1.3.6 Soma ou diferenga entre cubos

Para essa forma de fatoracdo € necessario o uso dos seguintes produtos

notaveis:
@’ +b°=(a+b)a — ab + b
2 2
a —b =(a—->b)la +ab +b)

Exemplo: Fatore a expressao: 27 + 1

Primeiro, deve-se obter a raiz cubica de ambos os termos:
V27t + 1= 3x + 1

Apos isso, € possivel notar que o “3x” é igual ao “a” da definicdo abordada
anteriormente e o “1" é igual ao “b". Desse modo, a fatoracdo fica expressa

abaixo.
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30’ +1°= Bx + (B0 = 3x + 1) = Bx + 1O — 3x + 19
1.4 Modulo

1.4.1 Méodulo de um nimero real
O moddulo (ou valor absoluto) de um numero real x, que representamos

por x|, é definido a partir da seguinte relagao:

o |X|=x5ex=>0

o |x|=-x,5ex<0

Podemos exemplificar: a distancia entre as cidades B e C € 100km; o
contrario também é verdade, de C para B a distancia continua sendo 100km (e

ndo -100km). Portanto, o médulo sempre resulta num ndmero positivo.
Exemplos:
a) |5 — x|,comx>5

Nesse exemplo, 0 numero dentro do modulo € negativo, ja que, de acordo

com o enunciado, x € maior que 5, € necessario trocar o sinal:
5 —x|==—0B-x)=x-75
b) |5 — x|,com x € R (conjunto dos nimeros reais)
Para esse exemplo temos duas possibilidades, x > 5 e x < 5.
Parax>5 |5 —x|==— (B —-x)=x -5
Parax<b&/ |5 — x| =5 —x

Repare que 0 5 € 0 que é conhecido como “ponto critico” que é onde o
sinal muda, isso acontece porque ele é a raiz (ponto que corta o eixo x) da

equacao f(x) = 5 — x, que pode ser vista na imagem abaixo:
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Raiz
-1 (5,0

c)|x — 5] + |x — 2|,comx<2

Nesse caso, como x < 2, para ambos os modulos o valor sera negativo.

Portanto, é necessario inverter os sinais nos dois casos.
- x=-5-x—-2)=x+5—-x+2=-2x+7
d)|x — 5] + |x — 2|,comx €R

Para esse exemplo, como nao é dado um intervalo especifico para avaliar,
é preciso fazer um estudo de sinal. Com isso, tem-se como f(x) a equacgéo *

x — 5" ecomo g(x) a equagado “x — 2".

Para f(x) = x — 5: para encontrarmos a raiz da funcao, igualamos f(x) = 0
x—5=0

x =25

Para g(x) = x — 2: para encontrarmos a raiz da funcao, igualamos
gx) =0
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Para fazer a soma de f(x) e g(x), utilizaremos um meio visual onde é

criado um tracejado com os valores “2" e “5", visto que sdo as raizes das duas

equagoes.

2 5

b-X . b-x l x-5
| l f (%)
| !
| |

— . R (%

g

| |

] -2 | | )

/ 2X 3 2X - [
: : f(X +g(x

Mediante a esse processo, a solugao sera dada da seguinte maneira:
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1.4.2

1.4.3

seja,f(x) = x, parax>0; f(x)

f
7 - 2x, se x < 2
< 3, se 2 =x =5
2x - 7, se x > 5
lx = 5]+ |x —2] =
Propriedades do médulo
I) Paratodo x € R, temos que |x| = | — x|;
2 2 2
Il) Paratodo x € R, temos que |x7| = |x| = x;

Observacao: para todo x € R, temos que\/; = |x|,
lll) Paratodo x ey € R, temos que |x. y| = |x|. |yl;

IV) O mddulo da soma é menor ou igual que a soma dos mdédulos, para

todo |x + y| < |x| + |y|.

Func¢ao Modular: Grafico

Denomina-se funcao modular a funcdo f: R — R tal que: f(x) = |x|, ou

=— x,parax<0.

Graficamente:
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Observacao: Contradominio e imagem, nesse caso, sao coisas diferentes.
Quando a funcao segue f: R — R, o contradominio sdo os reais (onde a seta esta
chegando). Porém, analisando o gréfico é possivel afirmar que a imagem sédo os
R+

1.4.4 Construcao do grafico com translagao
Antes de comegar, € valido lembrar que um valor somado fora do modulo
€ responsavel por transladar o grafico verticalmente; ja um valor somado dentro

do madulo, é responsavel por transladar o grafico horizontalmente.

Exemplos:

a)  f()=Ix| +3

b)  f(x) = |x| -2
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c)  fl)=I|x—-1]

d  f() =Ix+ 2|

e) fx) =]x—2] +1

Nesse ultimo exemplo, vamos analisar o dominio, contradominio e

imagem da fungao.
Neste caso, o Dominio = R; Contradominio = R; e Imagem = [1, + o)
1.4.5 Equagoes modulares

Equacdes modulares sdo aquelas em que a incognita aparece dentro do

maodulo.
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Exemplos:
a) |x—3=5
Esse exemplo so sera verdade se:

x—3=5 o0oux—-—3=—025

b) |2x+ 1] =—4

Nesse caso, ndo existe nenhuma solugédo que satisfagca essa equagéo,

uma vez que nao existe modulo que resulta em um numero negativo.

c) %| = 2,parax #+ 3;

(x—D/(x=3)=2 (x = 1D/(x = 3) == 2
x—1=2x+6 x—1=—12x+6
2x —x=—1+6 2x+x=1+6

x =25 x=7/3

S = {7/3,5)

d) x| - 3]x| —10=0

Pela segunda propriedade do modulo, temos que |x2|=|x|2.

Considerando [x| pory:

¥y =3y —10 = 0
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A=(-3"—4.1.(- 10) = 49

y = [ (- 3) +£/49]/2

Como nao existe modulo que resulte em numero negativo, y* nao €

considerado como resultado valido (solugdo vazia).
Desse modo, temos quey = 5 = |x|, e nesse caso:
x=D50ux =—5
S ={-5,5}
e) Ix° — x — 1l =1
Para esse exemplo, existem duas opgdes possiveis:
e Primeira opgao:

x2 —x—-—1=1
X —x—-2=0

A=(-1D"-4.1.(-2)=9

x=[-(—1) +£9]/2

e Segunda opgao:

xz—x—1=—1
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x(x —1)=0
Comissooux=00ux-1=0,eportantox =1.

S={-1,01,2}

1.4.6 Inequagoes modulares
Inequagdes modulares sdo aquelas que envolvem a incognita em maodulo.
Exemplos:
a) |x] > acoma > 0
x| <a-—-—a<x<a
x| >a—->x<—aoux>a
b) lx + 2| <5
-5<x+2<5
Subtraindo -2 de todos os lados da inequacgéo:
—-5-2<x<5-2
- 7<x<3
S={xeR/ -7 < x <3}
c) 4<|x+1 <6

Separando em dois e analisando separadamente:
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Para4 < |x + 1]
- 4<x+1<4
-4 -1<x<4-1
-5<x<3
Para|x + 1| < 6:
—-6<x+1<6
- 6—-1<x<6-—-1
- 7<x<5

Juntando as duas solugdes, chegamos na solucao geral do problema:

=T 5
—o0 O—>> x
-5 3

o —0 = X
-7 -5 3 5
—0 T O%x

S={xeR/ —7<x<—-50u3<x<5}

1.5 Logaritmo

A equacao a seguir pode ser resolvida com facilidade a partir da fatoracdo

de ambos os membros por um fator comum, no caso, o numero dois:

2"=8comx € R
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O que nos possibilita terminar de resolver este problema ¢é a propriedade
do exponencial que permite, nos casos de bases iguais, que possamos igualar os

expoentes e assim resolver uma equagao comum.
x =3

Porém, ao tentarmos resolver equagdes mais complicadas, como a
abaixo, por ndo ser possivel fatorar 7 e 2 em um fator comum, nao podemos

resolver da mesma forma como feito anteriormente.

2" =7 comx € R

Uma técnica utilizada € analisar as aproximacdes. Por 7 estar entre 4 e 8,

podemos concluir que x esta entre 2 e 3, pois:
4<7<8
2P <2< 2’

2<x<3

Para resolvermos este e outros problemas com exatidao, podemos utilizar

uma ferramenta valiosa, denominada “logaritmo’
1.5.1  Defini¢ao
Sejam a e b numeros reais e positivos, com a # 1, entdo:
loga(b)=cea’=b
Sendo:
a - base do logaritmo (mesma base da poténcia)

b - logaritmando (resultado da poténcia)
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c - logaritmo (expoente)
Para essa fungao, existem condicdes de existéncia, sdo elas:

e a>0
e oz

e b>0

1.5.2 Sistema de logaritmos decimais

Quando a base ¢é igual a 10 é comum que esta seja omitida da

representacao:
log10(x) = log(x)
Um exemplo, € log10(2) = log(2).
Como consequéncia, temos:
. loga(a) =1

Como exemplo, temos que log10(10) = x

Logo, log10(10) = 1, conforme a consequéncia I.
. loga(l) =0

Como exemplo, temos: log10(1) = x
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Logo, log10(1) = 0, conforme a consequéncia Il.

M. loga(ab) —bo d=d

Como exemplo, temos: log10(0,02) = x

log10(10™%) = x

10" = 107
x =—2
Logo, log10(10™ %) =— 2 & 10 > = 10 %, conforme a consequéncia Ill.

V. &P

log10(100
Como exemplo, temos: 107" =

Comox = 10° = 100, temos entao que log10(100) = 2

Logo, 10°7"°1*” = 100, conforme a consequéncia IV.

V. loga(x) = loga(y)e® x =1y
Como exemplo, temos: log2(3) = log2(x — 3)

Como a base € a mesma, deve-se respeitar a igualdade conforme a

consequéncia V indica, logo:
(x—3)=3

X =6
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Exemplo: Calcular o valor da expressao Y = 3
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log3(5) n 4110‘112(7)

Y = 31093(5) n 41092(7)

Y =5 + (29

Yy =5 + (297

log2(7)

2

Y=5+7
Y =54
1.5.3 Propriedades

Propriedade do produto: Numa mesma basea (a>0ea # 1), o logaritmo
do produto de dois numeros reais e positivos € igual a soma dos

logaritmos desses numeros. Simbolicamente:

loga(x - y) = loga(x) + loga(y)
Exemplo: log3(200) = log3(2 - 100) = log3(2) + log3(100)

Logaritmo do quociente: Numa mesma basea (a>0ea # 1), o logaritmo
do quociente de dois numeros reais e positivos é igual a diferenca dos

logaritmos desses numeros. Simbolicamente:

loga(%) = loga(x) — loga(y)
Exemplo: log7(<) = log7(3) — log7(5)

Logaritmo da poténcia no logaritmando: Numa mesma base a (a>0ea
# 1), o logaritmo da poténcia do logaritmando é igual ao produto do

expoente pelo logaritmo da base da poténcia. Simbolicamente:

loga(xy) =y - loga(x)
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Exemplo: log4(32) =2 - log4(3)

Cuidado: loga(x’) # (loga(x))’. A propriedade é vélida apenas quando o

expoente é do x.

IV. Logaritmo da poténcia na base: Numa mesma basea(a>0ea#1),0
logaritmo da poténcia da base é igual ao produto do inverso do expoente

pelo logaritmo da base da poténcia. Simbolicamente:
logay(x) = % - loga(x)
Exemplo: log4’(3) = = - log4(3)
Exemplos: Supondo que log2 = 0,30 e log3 =~ 0,48, determine:
a) logb6
logb = log(2 - 3)
log6 = log2 + log3 — Aplicando a propriedade |

logb = 0,30 + 0,48

log6b = 0,78
b) log5
log5 = log(2 + 3)

Cuidado: nao existe propriedade para este caso, portanto, € necessario

pensar em outra opgao, cComo % =5
10
log5 = log—~
log5 = log10 — log2 — Aplicando a propriedade ||
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logs =1 - 0,30
log5 = 0,70
1.5.4 Mudanga de base

Ha situagcdes em que logaritmos em bases diferentes precisam ser
convertidos para uma unica base conveniente, para que possamos aplicar as

propriedades operatorias.

Se a, b e ¢ sdo numeros reais positivos e a e ¢ diferentes de 1, entao:

l b
loga(b) = 1220

Sendo:
a - base antiga

C - base nova
Exemplos:

a) Converta log3(5) para a base 2:

log2(5
log3(5) =455+

b) Calcule o valor de log2(3), supondo que log2 =~ 0,30 e log3 =~ 0, 48.

log2(3) = Log103) -, Aplicando a mudancga de base

log10(2)

0,48

8
log2(3) ~ —

¢) Utilizando os dados anteriormente fornecidos, calcule log3(2)
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log3(2) = % — Aplicando a mudanca de base

0,30
log3(2) = 048

log3(2) = %

Observando os exemplos a e b, temos:

Logo: log2(3) = log;(z)

Este € um exemplo de uma quinta propriedade:

1
logb(a)

loga(b) = ou loga(b) - logb(a) =1

Isto ocorre pois quando fazemos uma mudanca de base, que inverte a

base com o logaritmando, temos 0s seguintes passos:

logh(a) = % — Considerando a primeira consequéncia da

1
logb(a)

definicao, temos que logh(b) = 1, logo: logb(a) =

d) Calcule o valor da expressdo Y = log3(m) - logm(81)

Y = log3(m) - logn(81) — Aplicando a mudanca de base:

Y = log10(m) = _log10(81)

= g0y logiomm Cortando” o log10(m) por aparecer no

numerador da primeira equacgao e no denominador da segunda, teremos:
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= %l — Utilizando a “volta” da propriedade de mudanca de base,

teremos:

Y = log3(81) = log3(3") = 4

Este € um exemplo de uma sexta propriedade:
loga(b) - logb(c) = loga(c)

1.5.5 Logaritmos Naturais

A constante de Euler, e, € um numero irracional que equivale a

aproximadamente:
e = 2,71828188... & Q

Quando a base do logaritmo é a constante de Euler (e) € nomeado como

logaritmo natural e pode ser indicado de duas formas:

loge(x) = In(x)

A importancia deste tipo de logaritmo e a razdo de ser chamado de
logaritmo natural se relaciona ao fato de varios fendmenos da natureza poderem

ser descritos por esse logaritmo.
2. GEOMETRIA ANALITICA

Neste capitulo, serao abordados os principais topicos para servir de base
para sua jornada na disciplina de Geometria Analitica, contando com: vetor,
produtos escalar, produto vetorial, espaco cartesiano e 3D, ortogonalidade e

paralelismo, retas e propriedades.
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2.1 Plano cartesiano

O Plano Cartesiano é um plano formado por duas retas infinitas, com 90°
entre si, que contém infinitos pontos. A reta na vertical € chamada de ordenada,
normalmente denominada de eixo y. E a reta na horizontal € chamada abscissa,

normalmente denominada de eixo x.

E utilizado no estudo de diferentes funcées e de seus comportamentos.
Podendo-se nela, identificar qualquer ponto no espaco, utilizando duas
coordenadas na configuragao P(x,y), onde P é o nome do ponto, x identifica sua

pOsicao no eixo das abscissas e y sua posi¢ao no eixo das ordenadas.

Exemplo:

1}'4;
al

1
=

|

LR

|

Pud
-
=
-
. N
[
g

24

34

a4l

2.1.1 Diregoes positivas e negativas

Como o plano é formado por retas infinitas, essas crescem tanto em
direcdes positivas quanto em diregdes negativas. Seguindo a convencgao, a partir
do ponto (0,0), também conhecido como origem, o eixo das ordenadas tem
direcdo positiva para cima e negativa para baixo. Enquanto o eixo das abscissas,
a partir do ponto (0,0), cresce positivamente para direita e negativamente para

esquerda.
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Resumo: eixoXx -« |—+ e eixoy - | | 1+

=

F
3
SENTIDO
. POSITIVO
SENTIDO
NEGATIVO
%
- DRIGEM
(8] = }
-3 -2 -1 1 2
3 3 x
3
SENTIDO 1 SENTIDO
NEGATIVO POSITIVO
| =
|
k.

2.1.2 Quadrantes

Assim como cada eixo possui um nome, as diferentes regides do plano

cartesiano também sdo nomeadas, no sentido anti-horario, em: 1°, 2°, 3° e 4°.

e 1° Quadrante: regido superior a direita. Todos 0s pontos possuem

ordenada e abscissa com valor positivo.

e 2° Quadrante: regido superior a esquerda. Todos 0s pontos possuem

ordenada de valor positivo e abscissa de valor negativo.

e 3° Quadrante: regiao inferior a esquerda. Todos 0s pontos possuem

ordenada e abscissa com valor negativo.

e 4° Quadrante: regido inferior a direita. Todos 0s pontos possuem abscissa

com valor positivo e ordenada de valor negativo.
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1° Quadrante

3° Quadrante

4° Quadrante

Exemplo: Localize os pontos A, B, C, D e E a seguir, indicando o quadrante em

que se encontram.

2]

{ 3=

L

n
-
'

o=
to -
=

e m

A (1,5, 2)-1° Quadrante;
B (5, 4,5) - 1° Quadrante;
e C(-5,4)-2°Quadrante;
D (3,5,-2) - 4° Quadrante;
E (-2,5,-3) - 3° Quadrante.

(S5
s
=Y

LA
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YA
oh B
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2.2 Plano 3D

O Plano 3D é um plano formado por trés retas infinitas, com 90° entre si,
gue contém infinitos pontos. Podemos entendé-lo como um plano cartesiano
deitado no chao que agora, além das duas coordenadas conhecidas, possui uma
coordenada de “altura”. Ou, se preferirem, em um plano cartesiano com uma

coordenada a mais saindo da tela.

Assim como o plano cartesiano, o plano 3D é utilizado para o estudo de
funcdes e para localizacdo de pontos. Porém agora os pontos localizam-se no

espago e ndo apenas em uma superficie.

A configuragdo destes é P(xyz), sendo denominado por trés
coordenadas, sendo essas x (abscissa), y (ordenada) e z (cota), podendo

também ser chamado de i, j, k.
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2.2.1 Diregoes positivas e negativas
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Como o plano é formado por retas infinitas, essas crescem tanto em

direcdes positivas quanto em dire¢des negativas.

Seguindo a convencao, a partir do ponto (0,0,0), a coordenada x cresce

positivamente no sentido “saindo da tela” e negativamente no sentido contrario,

‘se afastando’.

A coordenada y, a partir do ponto (0,0,0), cresce positivamente para a

direita e negativamente para direita.

Por fim, a coordenada z, a partir do ponto (0,0,0), cresce positivamente

para cima e negativamente para baixo.
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2.2.2 Planos coordenados e Octantes

Os trés eixos coordenados do plano 3D determinam trés planos

coordenados infinitos:

e plano xz: determinado pelo eixo x e eixo z, em que o ponto é caracterizado
por P(x,0,2);

e plano yz: determinado pelo eixo y e eixo z, em que o0 ponto € caracterizado
por P(0,y,2);

e plano xy: determinado pelo eixo x e eixo y, em que o ponto € caracterizado

por P(x,y,0).
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Pensando nos planos coordenados como “paredes”, esses dividem o
espaco em oito partes chamadas octantes.

3 B
3°Oct 2°0ct
rs
N .
4°0ct 1°Oct
0
-3 =2 1 0 1 3y
=14 6°Oct
. 5°0ct
-2
7°0ct 8°0Oct
_3 .

Exemplo: Que superficies de R® sdo representadas pelas equagdes:
a) x=4
A equagdo x = 4 representa o conjunto {(x,V, z) | x = 4}. Nesse caso, x tem

valor fixo de 4 e y e z podem assumir qualquer valor. A equagdo formara uma

superficie no plano 3D paralela ao plano coordenado yz.
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b) z=-5

A equagdo z = -5 representa o conjunto {(x, Vy, z) | z = -5}. Nesse caso, z
tem valor fixo de -5 e x e y podem assumir qualquer valor. A equacao formara

uma superficie no plano 3D paralela ao plano coordenado xy.

2.3 Vetores

Muitas grandezas fisicas, como velocidade, forca, deslocamento e
impulso, para serem completamente identificadas, precisam, além do modulo, da
direcdo e do sentido. Estas grandezas sdo chamadas grandezas vetoriais ou

simplesmente vetores.

Geometricamente, vetores sao representados por segmentos de retas

orientadas (com um sentido e direcdo) no plano ou no espaco.

SENTIDOD DIRECAC

‘ MODULO

L

Dizemos que dois vetores sao iguais se eles possuem o mesmo maodulo,

a mesma direcao e o mesmo sentido.
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<4
=i

Vetores também podem representar a distancia entre dois pontos em um

plano ou espago.

[a;b]

(0,0]

Exemplo: Se um vetor v tem origem no ponto (1,2) e extremidade no ponto (7,12),

ele é dado por v=(6,10), pois:

v=(7,12)-(1,2)=(6,10)
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2.3.1 Representagao de vetor

Vetores comumente sao escritos por uma letra mindscula com uma
pequena seta em cima. Essa representacao é a mais utilizadas pelos autores nos
livros de geometria analitica e de fisica, contudo vetores também podem ser

representados apenas por uma letra:

v = (a,b)

v = (a,b)

Onde a € o valor do comprimento no eixo x e b, no eixo'y.

Além disso, se o ponto inicial de um vetor V € A e o ponto final € B, entéo

podemos escrever:

AB B

2.3.2 Soma de vetores

A soma de vetores pode ser realizada de duas maneiras: a regra do

poligono ¢ a regra do paralelogramo.
A regra do poligono é realizada através dos seguintes procedimentos:

1) Juntar os vetores de forma que a origem de um coincida com a
extremidade do outro. Esse passo deve ser realizado sucessivamente,

unindo todos os vetores que devem ser somados;
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2) Tragar uma reta que liga a origem do primeiro vetor a extremidade do
ultimo vetor, de forma que o poligono seja fechado. Essa reta sera a
resultante da soma dos vetores;

3) Somar a reta desenhada, conforme o exemplo a seguir;

-

v, ';'5 ='&1+'&2

bt
=

Por sua vez, a regra do paralelogramo € realizada através dos seguintes

passos:

1) Juntar a origem dos vetores;

2) Tragar uma linha paralela a cada um dos vetores, formando um
paralelogramo;

3) Somar a diagonal do paralelogramo, que sera a resultante da soma dos

vetores, conforme o exemplo a seguir;

Vale ressaltar que na regra do poligono é possivel realizar a soma de
varios vetores por vez. Ja na regra do paralelogramo, é possivel somar apenas

dois vetores por vez.

Apos a definicdo da resultante, basta utilizar algum método de
determinacdo de lado de triangulo para obter o seu modulo. Os dois mais

comumente utilizados sao a lei do seno ¢ a lei do cosseno.
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Considerando o triangulo apresentado, a lei do seno é dada pela equacao:

a _ b ¢
sena sen 3 seny

A lei do cosseno, por sua vez, € dada pela equagao:
c>=a*+b*—2-a-b-cosy

Com a lei do cosseno, € possivel notar que para vetores perpendiculares,
ou seja, vetores que formam 90° entre si, 0 modulo da resultante pode ser

encontrado utilizando o teorema de pitagoras.

2.3.3 Diferenga entre vetores

A diferenca entre vetores é realizada através dos mesmos procedimentos
utilizados na soma dos vetores, descritos na Secdo 2.3.2. No entanto, nesse
caso, € preciso atentar-se a troca de sentido do vetor que sera subtraido. Assim,

a regra do poligono é dada conforme o exemplo a seguir.

Fnz FE_F1

el
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2.3.4 Mddulo do vetor (Norma)

0O valor, médulo, norma ou intensidade do vetor v=(a,b) é o numero real,

nao negativo, obtido pela formula:
lv| = v/a® + b?

Quando o valor do modulo é igual a 1, o vetor € chamado de vetor unitario.
No espago R3, existem trés vetores unitarios: i=(1,0,0); j=(0,1,0) e k=(0,0,1) que
formam a base canonica.

Além disso, existe um vetor que possui mesma direcado e mesmo sentido
que outro vetor, mas possui apenas uma unidade de comprimento, ele é

chamado de versor.
- - -
Assim, se v é versor de u,entdo v possuia mesma direcao e 0 mesmo
- -
sentido de u, mas possui moduloiguala 1 (|v| =1).
u

U~

2.4 Produto Escalar

O produto escalar € uma operacao entre vetores que sempre vai gerar um
numero como resposta, por isso 0 nome escalar, podendo este numero ser
positivo, negativo ou zero. Assim, o produto escalar é definido da seguinte

maneira.
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4 =
B A-B=|A|-|B|-cos @

Podemos ler esta operacdo como: “A escalar B” ou “O escalar de A por B”.

E necesséario muita atencao pois o pontinho significa que a operacao é escalar.

Para determinar o valor da parcela a esquerda da igualdade, que
representa o produto escalar, basta multiplicar a coordenada x do vetor A pela
coordenada x do vetor B e assim em diante. Por fim, deve-se somar os valores,

resultando em um unico numero, conforme o exemplo a seguir.
Exemplo: Qual o produto escalar deu = (1,3,6) e v = (5,-9,4)?
u-v=>0-5+ 3 (=9)+ (64

u-v=>5-=27+ 24

u-v=2

A partir do valor do produto escalar, € possivel classificar o angulo entre

0s vetores como angulo agudo, obtuso, reto, nulo ou raso:

e Se 0 resultado do produto escalar for um numero positivo (maior que

zero), o angulo formado entre os dois vetores é agudo (entre 0° e 90°);

e Se o resultado do produto escalar for um nimero negativo (menor que

zero), o angulo formado entre os dois vetores é obtuso (entre 90° e 180°);

e Se resultado do produto escalar for 0 (zero), o angulo formado entre os

dois vetores é reto (90°), ou seja, 0s vetores séo ortogonais;
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e Em casos especiais, se o resultado do produto escalar for 1, o angulo
formado ¢é nulo (0°). Caso o resultado seja -1, 0 dngulo serd raso (180°).

Ambos podem denominar vetores colineares.

Exemplo: Determinacao do tipo de angulo entre os vetores u e v, sendo u = (1, 4,
-3)ev=(-1,2,0).

u-v=0A-(-1)+@-2)+((—3)-0)

u-v=—1+8+0

Como 7>0, o angulo é agudo.

Para determinar o valor efetivo do angulo, é preciso utilizar a equacao
apresentada anteriormente para o produto escalar. Rearranjando 0s seus

componentes para melhor entendimento, tem-se:

+ =

cos 8 = i
|A] - |B]

Dessa forma, o cosseno de 6 € igual ao produto escalar de A por B
dividido pelo médulo de A vezes o modulo de B. O calculo do produto escalar foi
apresentado no inicio desta secdo. Ja o moédulo de um vetor € um numero real
nao negativo dado pela raiz quadrada da soma das suas coordenadas, conforme

apresentado a seguir.

|A| =~/x* + y* + 2°
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Exemplo: Considerando u = (1, 4, -3) e v = (-1, 2, 0), qual € o angulo entre esses

vetores?
cos O = A-(=1)N+(4-2)+((=3)-0)
12442+ (=3)2 - \[(-1)2+2%+02

7

cos 0 = 5ot
_ 7

cos O = NS

cos® = 0,614

0 =arco = cos_1(0,614) = 52,12°

2.5 Produto Vetorial

2.5.1

Propriedades do produto vetorial

- -
O produto vetorial entre dois vetores pode ser escrito como a X b (a

prondncia é "a vetorial b"). Diferentemente do produto escalar, que retorna um

numero, o resultado de um produto vetorial é outro vetor. Digamos que

- - - -
a X b = ¢ . Esse novo vetor ¢ tem 2 propriedades especiais.

Primeiro, ele é é perpendicular a a e b. Colocando isso em termos do

- - -

R
produto escalar, poderiamos dizer que ¢ X a = ¢ X b = 0. Para entender melhor,

imagine dois caminhos cruzando-se e uma placa surgindo exatamente onde eles

se encontram.

~

plano
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Essa propriedade, por si s, faz com que o produto vetorial seja muito Util.
E por isso também que o produto vetorial funciona apenas em trés dimensoes.
Em duas dimensdes, nem sempre ha um vetor perpendicular a qualquer par de
outros vetores. Em quatro ou mais dimensdes, ha infinitos vetores

perpendiculares a um determinado par de vetores.

Em segundo lugar, o comprimento de ¢ é uma medida da distancia entre

- o

as dire¢cdes em que a e b estdo apontando, aumentada pela magnitude deles.
€l = llall]|b]| sen(6)

Isso é semelhante ao produto escalar, mas em vez de cos(6) o produto

- -
vetorial usa sen(8), sendo 6 o angulo entre a e b. Dessa forma, quando o angulo
for 90°, o produto vetorial € o maior possivel. Assim, o produto escalar e o

produto vetorial sGo complementares um ao outro.

R
Ha uma interpretacdo do comprimento de ¢ que € especialmente Util.

- o
Pense no paralelogramo formado por a e b. A base do paralelogramo tem um

-, -,
comprimento ||a|| e a altura tem um comprimento ||b||sen(9). Isso significa que

a area do paralelogramo no total € exatamente a magnitude do produto vetorial.

A

axb

b o |2xb]

a
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2.5.2 Regrada Mao Direita

- -
Observe que na imagem acima o produto vetorial é perpendiculara a e b,

como esperado. Mas ha, na realidade, dois vetores que poderiam ser

- -

- - - - -
perpendicularesaa e b. Se ¢ = a X b, entdo essas duas opgdes séoc e — c.
Como decidimos qual das duas opcdes perfeitamente validas é o produto

vetorial?

Temos uma convengao chamada regra da mao direita para resolver essa

ambiguidade. Se vocé levantar sua mao direita, apontar seu dedo indicador na

direcao de a e apontar seu dedo médio na diregdo de b, entédo seu dedao vai

*axb

apontar na direcdo de a X b.

2.6 Matrizes

Uma matriz A, m x n (m por n), € uma tabela de m * n nimeros

dispostos em m linhas e n colunas

ailz Qa2 - Qip

ag21 Q22 *++ QA2p
Amxn —

m1 Am2 *°° Amp
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O elemento da matriz A que esta na linha i e coluna j € indicado por a

2.6.1 Diagonal Principal

A diagonal principal € formada pelos elementos @ @, .. a , OUSeja, 0s
elementos a tais que i =j. A diagonal principal de uma matriz une o seu canto

superior esquerdo ao canto inferior direito. Por exemplo a matriz a seguir tem

todos os elementos da diagonal principal igual a 1:

I 0 0
0 1 0
0 0 1
2.6.2 Tipos de Matrizes

2.6.2.1 Matriz Nula

E a matriz em que todos os seus elementos sdo nulos (ou seja, uma

matriz composta por zeros).

0 0 O

Aas =10 0 0

2.6.2.2 Matriz Quadrada de Ordem n

E uma matriz com a mesma quantidade de linhas e colunas (n). Por

exemplo a seguinte matriz quadrada de ordem 3:
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M3><3 —

—~ O DN
S O W
[

2.6.2.3 Matriz Identidade de Ordem n

Matriz identidade de ordem n (denotamos por I, ou Idn) € a matriz onde

todos os elementos da diagonal principal sdo iguais a 1, e o restante € igual a

Z€ero.

E o elemento neutro da MULTIPLICACAO, ou seja qualquer matriz

multiplicada pela identidade da mesma ordem € igual a ela mesma, assim como
2.1=2.

12: 13:

0 1

o O =
O~ O
— O O
=
I
o OO =
O O~ O
O =, O O
_ O O O

2.6.2.3 Matriz Inversa

A matriz inversa (ou invertivel) é um tipo de matriz quadrada, ou seja, que
possui 0 nimero de linhas (m) igual ao de colunas (n). Ela ocorre quando o
produto de duas matrizes resulta em uma matriz identidade de mesma ordem

(mesmo numero de linhas e colunas). Logo:
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Exemplo:

Aéinversade A = [é é] &A1= [_35 —21]

aar=ls ol [ Sl ol

wasl ST R -1 9

Existem propriedades que resultam da definigdo de uma matriz inversa:

e Existe somente uma inversa para cada matriz;

e Nem todas as matrizes possuem uma matriz inversa. Elas apresentam

quando o seu determinante é diferente de zero, ou seja, det (M) = O;

e Alinversa de uma matriz inversa € sempre a propria matriz, ou seja,

M =M

e Ainversa de uma matriz identidade é ela mesma, ou seja, = I;
2.6.2.5 Matriz Triangular Superior

E uma matriz gue possui o elemento ai]_ = 0 para todo i > j. Basta que

tenha apenas zeros abaixo de sua diagonal principal.

Por exemplo, a matriz triangular superior 4 x 4 é da seguinte forma:

( a c d \

0 g h

00 j k
0 m )

\0

K4a:4 —

O O~
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Nao importa se alguma das letras for zero também, o que importa € que

tem que ter zero no lugar indicado!!!
2.6.2.6  Matriz Triangular Inferior

A matriz triangular inferior funciona quase igual a superior, s6 que ela

pPOSSui 0s elementos a, = 0 paratodoi > j. Ou seja, tem apenas zeros em cima

da diagonal principal. Por exemplo:

[a

S

L4.CB4 —

[,
> O O O
<. S~ O O

\

2.6.2.7 Matriz Diagonal

E uma matriz que possui a, =0 para todo i # j. Basta que todos os

elementos fora da diagonal principal sejam 0. Os da diagonal principal podem ser

qualquer coisa. Por exemplo:
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2.6.2.8 Matriz Transposta

Dada uma matriz A de ordem m x n, chama-se matriz transposta de A,

. . T . . .
indicada por A, a matriz cuja ordem n x m, sendo as suas linhas ordenadamente

iguais as colunas da matriz A.

Existem propriedades que resultam da definicdo de uma matriz

transposta:

° (AT)T= A: essa propriedade indica que a transposta de uma matriz

transposta € a matriz original;

o (A+ B)T =A +B" a transposta da soma de duas matrizes € igual a

soma da transposta de cada uma delas;

e (A B)T =B.4"a transposta da multiplicagédo de duas matriz € igual ao

produto das transpostas de cada uma delas, em ordem inversa;

o det( MT) = det (M): o determinante da matriz transposta é igual ao

determinante da matriz original;

2.6.3 Determinante

O determinante € um numero associado a uma matriz quadrada, ou seja,

matriz que apresenta 0 mesmo numero de linhas e de colunas (m=n).
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2.6.3.1 Matriz de Ordem 1

Em uma matriz de ordem 1, o seu determinante sera igual ao seu unico

termo.

A =lan]
det(A) = |a11| = an

2.6.3.2 Matriz de Ordem 2

Para calcular o determinante de uma matriz de ordem 2, calcula-se a
diferenca entre o produto dos termos da diagonal principal da matriz e o produto

dos termos da diagonal secundaria da matriz (Regra de Sarrus):

a a
A 11 12
a1 a2

det (A) = a1 -az — a9 - a2

2.6.3.3 Matriz de Ordem 3

Inicialmente, é necessario duplicar as duas primeiras colunas no final da

matriz:

a1 a1z i3
A= | ay a3 azx
dyy dzp daj

‘A1 a2 aqa| (@11 @iz a3 dny agz|

det(A) 5521 a2 523;=;az1 dpp dpz| 21 dzp|
g3y dzz d3z| |day diz daz dar daz|
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Em seguida, multiplique os termos de cada uma das trés diagonais que

estdo no mesmo sentido da diagonal principal:

Cil diz| dnn a2
det(A) = @ ax | A |
day  dap dag| dap|

det(A) = a1 - ap - @z + + &3 - oy - dzp — Dg

O mesmo deve ser realizados com as diagonais no sentido da diagonal

secundaria:

‘&1 a1z aiz| dir diz|
det(A) = @21 @p2 dp3| dz1 d22|
|day  daz  daz| d3 di|

det(A) = ay1anass + +813 801 830 — (8138p2 831 + 813800831 + 313822831 )
det(A) = a1 @833 +ap3 323803 + 813801 832 — 813800831 — A13822831 — 813822831

Note que os termos da diagonal secundaria estdo acompanhados com
sinal negativo, ou seja, sempre trocamos o sinal do resultado da multiplicacdo

dos termos da diagonal secundaria.

2.6.4 Operagoes com Matrizes

As operac¢des matriciais compartilham similaridades com operagoes

vetoriais, sendo, na realidade, idénticas em certos aspectos.

2.6.4.1 Adicao e Subtragao

Considere a adicao e a subtragdo de vetores, que € realizada atraves,
respectivamente, da soma ou diferenca dos elementos correspondentes em

cada vetor. Esta operacéo € analoga a adicdo matricial:
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1 0 4 3 (1+4) (0+3) 5 3
2 =11+ |0 5 |=1(240) (-1+5)|=1]2 4
4 8 9 —7 44+9) (8-17) 13 1
1 2 2 1 1-2 2-1 1
A=13 4B=|8 4| =A-B=|3-8 4—-4|_—|_5
5 6 5 10 5—-5 6-—10 0

2.6.4.2 Multiplicagao

Da mesma forma da adigao e subtracédo, a multiplicagdo de um vetor por
um escalar, que envolve a multiplicagdo de cada componente do vetor pelo
escalar, € semelhante ao processo de multiplicar cada elemento de uma matriz

por um escalar:

1 0 3.1 3-0 3 0
3-1p=3- 0 1| [3-0 3-1| |0 3

No entanto, a multiplicagdo entre matrizes é ligeiramente mais complexa
e impde certas restricdes. De inicio, matrizes s6 podem ser multiplicadas quando
0 nUmero de colunas da primeira matriz € igual ao numero de linhas da segunda
matriz. Por exemplo, € possivel multiplicar uma matriz de dimenséo 2 x 3 por
uma matriz 3 x 4, ja que a primeira possui 3 colunas e a segunda tem 3 linhas.
Inversamente, nao seria possivel multiplicar uma matriz 3 X 4 por uma 2 X 3

devido a incompatibilidade das dimensdes.

O produto A - B resultara em uma nova matriz € cujas dimensdes serao
determinadas pelo numero de linhas da matriz A e pelo nimero de colunas da
matriz B. E importante notar que a multiplicacdo de matrizes ndo é comutativa;

ouseja,emgeral,A- B # B - A.
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Exemplo: Seja A, Uma matriz com duas linhas e trés colunas, e B

uma matriz com trés linhas e quatro colunas. A multiplicacao A B, é

possivel e resultara em uma matriz €,y OU seja, uma matriz com duas linhas e

quatro colunas.

Existem casos em que a multiplicagdo nao € possivel devido a
incompatibilidade das dimensdes das matrizes envolvidas. Se tentarmos

multiplicar A, ,POrB, . a operagao € impossivel, pois o numero de colunas de

A (trés) ndo é igual ao nimero de linhas de B (duas).

A multiplicacdo de matrizes € uma sequéncia sistematica de operagdes
aplicada aos elementos de duas matrizes. Para multiplicar uma matriz A por
uma matriz B, cada coluna de B é multiplicada, elemento por elemento, pelas
linhas de A, e os produtos resultantes sdo somados para obter os elementos

correspondentes da matriz produto C, por exemplo:

2 1 0] 111 g [(2-441-140--1) (2-:3+1:-540-0)
B3 441-142--1) (3-3+1-5+2-0)

Generalizando, obtemos:

a a a bii Do
11 12 13
: 521 b22 =
ag1 Q22 A23 b b
31 32

(a1 - b11 + agz - boy + agz - bs1)  (aqy - bia + @12 - bog + a3 - baa)
(agq - b1y + agg - boy + agz - bs1) (@21 - bia + a2 - bog + asg - bsa)
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2.6.4.3 Divisao

Tecnicamente, ndo se faz divisdo de matrizes. A operagdo equivalente da
“divisdo” de uma matriz A por uma matriz B € a multiplicacdo de A pela inversa de

B.

Exemplo: Dada as matrizes:

=
3

Para “dividir’A por B € necessario obter o produto A x B”'. Logo, € preciso

calcular B™

0.6 -07
-1 _ ! !
e —0,2 0,4

Por fim, é calculado o produto A x B

1z [l],ﬁ —I],'I-"I

-1 _
axp*=[3 [ 502 o4

_[lxﬂ,ﬁ-l—Zx{—[l,Zj 1x(-0.7)+2x0,4
T3x0,6+4x%x(-02) 3Ix(-07)+4x04

_[[I,ﬁ—[l,-I -0.7+0,8
“l1.8+08 -21+1.6

=i a8

2.7 Retas

Em geometria, uma reta € um objeto geométrico unidimensional que se

estende infinitamente em ambas as diregdes. Ela ndo tem largura nem
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profundidade, apenas comprimento. As retas sao normalmente definidas por

dois pontos distintos por onde passam, ou por um ponto e uma direcao.

2.7.1 Propriedades

e Asretas sdo infinitas;

e S3do unidimensionais, ou seja, possui apenas uma dimensao;

e (O conjunto dos pontos sao infinitos;

e No plano, elas podem ser dispostas na horizontal, vertical e de forma

inclinada.
2.7.2 Posigao dareta

No espago, existem diversas maneiras dos elementos geomeétricos se

posicionarem entre si. Veja a seguir quais sao elas:
2.7.2.1 Retas Paralelas

Nao existe ponto em comum entre as retas, ou seja, elas estdo
posicionadas uma ao lado da outra e sempre no mesmo sentido (vertical,

horizontal ou inclinada).

Retas // t

2.7.2.2 Retas Perpendiculares

Retas perpendiculares possuem um ponto em comum, o qual forma um

angulo reto (90°).

79



PET ENGENHARIA CiVIL
DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA CIVIL
LUNIVERSIDADE FEDERAL DE SAO0 CARLOS

ROoOD. WASHINGTON LUz (SP-3210)

a - PETCIVILUFSCAR@GMAIL.COM
Km 235 - SAao CarLos - SP

R, (16) 3BO6-6589

PETiICIvVvIL

F www.FraceEBDOK.COM/PETEIVIL.UFSCARS

Retas!1T

2.7.2.3 Retas Transversais

Retas que sdo transversais as outras retas. E definida como uma reta que

possui intersecao com as outras retas em pontos diferentes.

Retate tranversalasretasser

t

2.7.2.4 Retas Coincidentes

Diferente das retas perpendiculares, as retas coincidentes possuem todos

0s pontos em comum.
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retar =retas (r=s)

2.7.2.5 Retas Concorrentes

Retas concorrentes sdao duas retas que se encontram em um
determinado ponto, chamado de ponto de intersecédo. Os angulos formados por
retas concorrentes podem variar e ndo sao necessariamente suplementares
(180°).

reta s é concorrente Aretat

2.7.2.6 Retas Coplanares

Retas coplanares séo aquelas que estdo presentes no mesmo plano no

espaco. Na figura abaixo ambas pertencem ao plano B.
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r e s sao retas coplanares
r

Diferente das retas coplanares, esse tipo de reta esta presente em planos

2.7.2.7 Retas Reversas

distintos, portanto ndo tem nenhum ponto em comum.

as retas t e u sao retas reversas

: s

2.8 Equagoes dareta

2.8.1 Equagao Geral

Uma reta representada no plano cartesiano possui uma equacgéo,

chamada equacgao geral da reta, e pode ser escrita da seguinte forma:
ax+by+c=0

Onde:
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® 3, b e c: sdo conhecidos e constantes, sendo a e b coeficientes das

incognitas x ey, respectivamente, e ¢ o termo independente da equagao;

® X e y: sdo as coordenadas do plano cartesiano em um ponto P qualquer,

P(x,y).

2.8.1.1 Calculo da Equagao Geral da Reta

Dados dois pontos pertencentes a uma reta, podemos calcular a equacao

dessa reta através de um determinante, ja que dois pontos definem uma reta:

¥ oy 1
Xa Va 1| =0
Xp Vp 1
Onde:
e X ey sdo coordenadas genéricas;
e xa e ya sado coordenadas de um ponto A da reta;

e xb e yb sdo coordenadas de um ponto B da reta;
Assim, resolvendo esse determinante, obtemos a equacao da reta.

Exemplo: Encontre uma equacao geral da reta que passa pelos pontos A (-1,8) e

B (-5-1).
x y 1
-1 8 1|=0
-5 -1 1

O determinante toma a seguinte forma:

Resolvendo o determinante, a equacao geral resulta em 9x -4y + 41 =0

2.8.1.2 Coeficiente Angular

Outra maneira de determinar a equacao da reta € através de um dos seus
pontos e a sua inclinagado, ou seja, seu coeficiente angular, em relagéo ao eixos

das abscissas (eixo Ox).
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Vale lembrar que o coeficiente angular da reta € o valor da tangente do

angulo que esta faz com o eixo x (m=tg ©). Logo, o coeficiente angular de uma

reta pode ser calculado por:

Assim, dado um ponto qualquer da reta

A x

Xa— X,

e o valor de m, podemos

encontrar a equacdo da reta pela seguinte expresséo:

m =

V-V,

V= Vo=mlx —xg)

Exemplo: Determine a equacao da reta que passa pelo ponto A (2,4) e tem

coeficiente angular (m) 3.

Logo,-4=3.(x-2) >y-4=3x-6—->3x-y-2=0

2.8.2 Equacgao Reduzida

Uma reta quando representada no plano cartesiano que passa pelo ponto

P(0, n), com coeficiente angular m, possui uma equacdo, chamada equagéo

reduzida da reta. Esta equacgéao, pode ser escrita da seguinte forma:
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y=mx+n

Onde:

® X eYy:sdo as coordenadas do plano cartesiano;
® m: ¢ o coeficiente angular (inclinacdo em relagédo ao eixo x);

® n:é o coeficiente linear (ponto onde a reta corta o eixo y);

Exemplo: Considerando uma reta que passa por P (2,7) e Q (-1,-5), encontra a

forma reduzida da reta (y= mx + n):

Substituindo os valores de P e Q na equacéo, temos: 2m + q = 7 (equagéo

l)em-q=5(equacdo Il), respectivamente.

Logo, substituindo 2m +q=7 — g =7 - 2m na equacao I, temos:
m-(7-2m)=5-m-7+2m=5-3m=12—->m=4

Colocando o valorde mnaequacao ll: 4-q=5—qg="-1

Portanto, a equacao reduzida éy = 4.x -1

2.8.3 Equagao Vetorial

- -

Dois pontos A e P, definem um unico vetor v = AP, que representa uma

direcdo. Todo ponto R, cuja direcdo AR seja a mesma de AP, ou seja, do vetor v,
chamado de vetor diretor , esta contido na mesma reta r definida pelos pontos A

eP

Portanto, podemos definir a equacgao vetorial da reta r sendo:
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R = P + t.v,que € o mesmo que AR = t.AP

5
onde, v é o vetor diretor da reta r e t € um numero real, parametro (variavel) da

equacao.

Observe que para obtermos uma equagao vetorial de uma dada reta,

podemos escolher qualquer ponto A € r e qualquer vetorv // 1, v # 0.
2.8.4 Equagao Paramétrica

As equacbes paramétricas sdo formas de representar as retas através de
um parametro t, uma varidvel que ira fazer a ligagdo entre equagdes que

pertencem a uma mesma reta.

Tomamos a equacao vetorial de uma reta qualquer:

N

R=P+ tv

(x,y,2) = (x1,¥1,2,) +t(a,b,0)

Realizamos as operagdes indicadas no lado direito da equagao:
(x,y,2z) = (x; + ta,y, +th,z, + tc)

Pela condicao de igualdade entre pontos e vetores, temos:

x=x;+ta
y=y,+th comt R
z=1z,+Ic

que sdo as equagdes parameétricas de uma reta r qualquer
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2.9 Ortogonalidade e Paralelismo

2.9.1 Paralelismo entre Vetores

Tendo dois vetores u = (X1,y;) € V = (X,,Y,), estes dois vetores sdo paralelos
u//v (ou colineares), desde que exista uma constante de proporcionalidade (K),

onde:
u=K*vou (xy;) = K* (X, y,)

O que Implica que:

Exemplo: Os vetores (-2,4) e (-1, 2) séo paralelos?

Sabemos que se x1/x2 =y1/y2 =k, entdo SIM, pois nesse caso existe uma

constante entre os vetores:

—2 _ 4

1 7 =2

Dessa forma, é possivel constatar que um vetor é multiplo do outro e a
constante K =2

2.9.2 Ortogonalidade entre Vetores

Dois vetores sdo considerados ortogonais (+) quando o angulo entre os
mesmos é 90°, ou seja, um angulo reto, de tal forma que o cos (¢) = 0, sendo @ 0

angulo entre eles. Logo:
u*v= 0,ouseJa,x1*x2+y1*y2= 0
Exemplo: Os vetores (-2,4) e (2,1 ) sdo ortogonais?
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Sabemos que se u*v =0, entdo sim.

Nessecaso: (-2,4)*(2,1)=(—2*2)+ 4 *1)=—4+4=0

Dessa forma, € possivel concluir que um é perpendicular ao outro.
2.9.3 Paralelismo entre Retas

Duas retas sdo paralelas quando a constante que multiplica o vetor diretor
das retas € a mesma. Ou seja, quando elas apresentam a mesma inclinagdo em

relacdo ao eixo x (0 mesmo coeficiente angular).

/s <« m=m,

l'.f r

%

/]

Caso o coeficiente angular delas sejam diferentes, elas serao

concorrentes.
Exemplo: Asretasy = 6x — 1e18x — 4 — 3y = 0 sdo paralelas?

Sabemos que elas devem ter o mesmo coeficiente angular para serem paralelas.

Nesse caso:
18x —4—-3y=0 - 18x—-4=3y - y=6x——

Temosentdoy = 6x — ley = 6x _%

Como o coeficiente angular de ambas é 6, temos que as retas sao paralelas.

. . . , .. 4 ~ ~
Temos ainda que o coeficiente linear delas € distinto (-1 e - <), logo estéo séo
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retas paralelas distintas, caso o coeficiente linear fosse 0 mesmo elas seriam

retas paralelas coincidentes.
2.9.4 Ortogonalidade entre Retas

Caso duas retas nao sejam paralelas, elas devem ser concorrentes, isto €,
se encontrar em algum ponto. Se o angulo entre duas retas concorrentes for reto
(90°) e elas ndo se interceptarem, entdo essas serdo retas concorrentes

ortogonais. Caso contrario, elas serdo perpendiculares (mr.ms =— 1)

il L
- L

.lks

2.9.5 Paralelismo entre Planos

Dois planos, a e b, serdo paralelos caso o vetor normal a cada plano (Na e
Nb) sejam paralelos entre si, ou seja, caso o vetor normal destes sejam

multiplos.

Ainda neste quesito, se estes planos tiverem retas normais paralelas e um

ponto em comum, eles serdo coincidentes.

Exemplo: imagine os planos:
al: (x,y,2) = (1,2,3) + a(- 1,1,— 2) + b(1,— 1,3)
bl: (x,y,2) = (2,1,8) + c(2,— 2,4) + d(4,— 4,12)

A normal de a1 sera:
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- -
Nal = (- 1,1,— 2)x (1, — 1,3) = rJ = (1,1,0)
’ . 101 -2
A normal de b1 sera: |1 —1 3 |
. I j 1
Nb1 = (2,2,4) x (4,-4,12) = o o 4 | =880
1 —4 12

Ou seja, como Nb1=-8.Nb2, estes vetores tém a mesma direcdo € 0s

planos al e b1 sdo paralelos.

Além do mais, se pegarmos um ponto de a1, como (1,2,3) e substituirmos

na formula de b1, encontraremos um sistema:
b1: (1,2,3) = (2,1,8) + c(2,— 2,4) + d(4, — 4,12)
1 =2+ 2¢c + 4d
2 =1 — 2c — 4d
3 =8+ 4c + 12d

Esse sistema tem solugdo em que ¢ = 1 e d = -%, desta forma, (1,2,3)
existe em al e em b1, logo, alem de paralelos eles sdo coincidentes. Se o

sistema ndo tivesse solucao eles seriam somente paralelos.
2.9.6 Ortogonalidade entre Planos

Quando dois planos ndo sao paralelos, eles sdo concorrentes ou
concorrentes ortogonais. No caso de planos concorrentes, 0os vetores normais
aos planos ndo sdo multiplos, isto €, ndo apresentam uma relagao entre eles. Ja
no caso dos planos concorrentes ortogonais, a multiplicagéo do vetor normal de

um plano pelo vetor normal de outro plano resulta em 0.
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Exemplo: Verifique se os planos al e c¢1 a seguir sdo concorrentes ou

concorrentes ortogonais.
al: (x,y,z) = (1,2,3) + a(—1,1,—2) + b(1,— 1,3)
cl: —2x+2y+3z—-—1=0

A partir da analise da equacao dos planos, € notavel que o vetor normal do

plano al e c1 séo, respectivamente: Na1 = (1,1,0) e Nc1 = (-2,2,3).

Além disso, é notavel que ndo ha relagao entre os vetores diretores,

portanto os planos nao sao paralelos.
(1,1,0)x(—2,23)=(1x —2) + (1x2) + (0x3) = —2+24+0=0

Como o produto entre os vetores normais aos planos é 0, estes planos

S&o concorrentes ortogonais.
3. CALCULO

No capitulo de Calculo, serdo abordados os trés principais conceitos
dessa matéria, que ira te acompanhar em praticamente todo o curso: limite,
derivada e integral. No final, percebera como todos os trés assuntos estdo

relacionados.

3.1 Limite

O limite é o estudo do comportamento de uma fungéo f(x) quando x tende
ap:
lim f(x) =1L

xX—p

Lé-se: Limite de f(x) quando x tende a p.
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Se a fungéao for continua, o limite no ponto estudado sera a propria funcao

aplicada ao ponto:
lim f(x) = f(p)
xX—p

Exemplos:

a) lim (x — 1)

x—2

Nota-se que (x — 1) € uma fungao polinomial e, portanto, é continua.
Entdo: lim (x — 1) =2 -1=1

x—2

b) Sef(x) ={1,sex=0;x% sex# 0,qualo limite de f(x) quando x tende a 0?

Ao esbocar o grafico dessa funcado, € possivel notar que ela ndo é
continua (tentar colocar print da fungdo). Podemos observar isso também ao

resolver o limite:

lim f(x) = lim x = 0, entretanto f(0) = 1

x—0 x—0
x2—3x+2
C) lim 2
x—>2

Como a funcdo f(x) é uma funcdo racional, ela também é continua,

entretanto, se apenas substituirmos o valor de x na equacao, nosso resultado

., 0 , . . - , , . .
sera o que € uma mdetermlnagao, dessa forma, € necessario manlpular a

funcéao:
X'—3x+2 (" —x)+(—=2x+2) x(x—1)—2(x—1) (x—1). (x=2)

x—2 = x—2 = x—2 = x—2 =x -1

Portanto:

92



PETICIvIL

PET ENGENHARIA CiVIL
DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA CIVIL
LUNIVERSIDADE FEDERAL DE SAO0 CARLOS

ﬂ RoD. WASHI[NIETDN Lz (SP-3210) F'ETI:IVII_IJFSI:AR@ISMAII_-I:DM
KnMm 235 - SA0 CarLos - SP

F www.FraceEBDOK.COM/PETEIVIL.UFSCARS

R, (16) 3BO6-6589

3.1.1 Propriedades Aritméticas do Limite

Se lim f(x) =P e lim g(x) = T, entéo:

x—a x—a

. lim (f(x) + g(x)) =P+ T

x—a

. lim (f(x). gx)) =P.T

x—a

m.  lim 22 = % desde que T #0

g IO

3.1.2 Limites Laterais

Os limites laterais sao utilizados quando queremos verificar a existéncia

ou nao do limite em um certo ponto da funcao.

Um limite existe em um certo ponto da funcéo se:

lim f(x) = lim+ f(x) = lim f(x) = L.

x—a x—a x—a

Se o limite de f(x) de x tendendo a esquerda (a) for diferente do limite de

f(x) de x tendendo a direita (a*), significa que nao existe limite no ponto a.

X
x|’

Exemplo: Se f(x) = sex # 0; 0, sex = 0, qual o limite de f(x) quando x

tende a 0?

Calculo do limite pela esquerda:

lim f(x) = lim W = lim =—= lim - 1=-1

x—0 x—0 x—0 x—0
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Calculo do limite pela direita:

lim f(x) = lim —= lim —= lim 1=1
+ + xl + X
x—0 x—0 x—0 x—0

Nesse sentido, de acordo com a definigdo, como os limites laterais sao
diferentes, ndo existe limite no ponto 0, o que também faz a funcédo ser

descontinua nesse ponto.

Observagao: A funcdo f(x) serd continua em um determinado ponto se, e
somente se, os limites laterais de f(x) no ponto p forem iguais e tiverem o

mesmo valor da funcéo aplicada ao ponto (lim f(x) = f(p)).
x—p

3.1.3 Nogoes de Limites Infinitos

Temos que lim = =0 e lim --= 0 paraqualquer valordea € R,
x —> 400 X —> —oo

ou seja, quando x tende ao infinito (positivo ou negativo) e esta no denominador

de uma fragéo, essa fracao tera valor zero por estarmos dividindo um numero

por algo muito grande.

Exemplo:

a) lim X2

x = +oo 3x°+1

Sabemos que lim % = 0, entdo, podemos colocar x? em evidéncia para
X — 4o

que esse tipo de fracdo aparega:

94



PET ENGENHARIA CiVIL
DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA CIVIL
LUNIVERSIDADE FEDERAL DE SAO0 CARLOS

ﬂ ROoOD. WASHINGTON LUz (SP-3210)
Km 235 - SA0 CarLos - SP

PETICIvIL

PETCIVILUFSCAR@GMAIL.COM
R, (16) 3BO6-6589

F www.FraceEBDOK.COM/PETEIVIL.UFSCARS

. . 1 . 1 .
Temos também que lim —-=— o e lim —=+ oo, 0u seja, quando X

x>0 x—0"
. + . . .
tende a zero pela direita (x -» 0 ) ou por valores maiores que zero, o limite €

infinito, e quando tende pela esquerda (x — 0 ) ou por valores menores que 0, 0

limite € menos infinito.
Logo, se:

l. lim f(x) = lim g(x) =+ oo, entao:

x—a x—a

lim (f(x) + g(x)) = lim (f(x). g(x)) =+

x—a x—a
. lim f(x) = lim g(x) =— oo, ento:
x—a x—a

lim (f(x) + g(0) = lim (f(x). g(x)) =+ o

x—a x—a

ll. Selim f(x) =P e lim g(x) =+ oo, entdo:

x—a x—a

lim (f(x) + g(x)) =+ o e lim (f(x). g(x)) =+oo,seL>0;-0,seL<0

x—a x—a

IV. Selim f(x) =P e lim g(x) =— oo, entdo:

x—a x—a

lim (f(x) + g(x)) =— o e lim (f(x). g(x)) =-00,seL>0;+00,seL <0

x—a x—a
Resumindo:
+ 00 + (+ ) =+ oo, + oo0. (+ ) =+ oo,
— 00 + (— o) =— oo, — 00, (— o) =+ oo,
+ 00+ L =+ o — o+ L==oc
+ 0. L =+00,8eL>0;-00,5eL<0 — . L =-00,3eL>0;+00,5e L <0
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3.2 Derivada

A derivada de uma funcdo em um ponto representa a inclinagdo (ou
coeficiente angular) da reta tangente a curva na fungéo no ponto em questéo. De
forma mais simplificada, sendo uma funcédo y = f(x), a derivada no ponto A é

dada através do coeficiente angular da reta tangente.

A
Reta tangente

Suponhamos que desejamos conhecer a derivada no ponto p:

/ r
FX) frrmrnmnannneass ,
WIORI®
) — ;
=il 4 Tl
A :
AL

Para calcular o coeficiente angular (m) da reta r, basta utilizarmos o

conceito de tangente geométrica. Sendo assim:
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m = L=
Ax =x—p
x=Ax+0p
m = Len 1@

Ax

Conforme o valor de Ax se aproxima de 0, ou seja, quanto mais proximo o
ponto x for do ponto p, a reta se torna mais proxima a tangente no ponto em
questao. Dessa forma, a inclinag@o da reta tangente a curva no ponto p, ou f'(p),

pode ser dada pela seguinte equacao:

f'(p) = lim S@x+p) —f)

Ax

Ax—0

f(x)=f(p)

}1 | L

Exemplos:

a) Calcule f'(x) pela definicdo, dada f(x) = X’ + xno pontox = 1.

fv(p) = lim fAx+p)—f(p)

Ax
Ax—0
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f(x):x2+x
f(Ax + x) = (x + Ax)2+(x+ Ax):>f(Ax+x)=x2+2xAx+Ax2+x+ Ax
f(Ax+x)—f(x)=x2+2xAx+Ax2+x+Ax—x2—x:>

f(Ax + x) — f(x) = 2xAx + A" + Ax

2
f,(x) = lim 2xAx + Ax + Ax

Ax
Ax—0

fl(x) = lim 2x 4+ Ax+ 1= f'\x) =2x+ 1> f'(1) =3

Ax—0

b) Encontre a inclinagdo da reta tangenteacurvay = X’ — 6x + 8no ponto
(x1,y1).
A inclinagdo da reta tangente no ponto (x1, y1) é a derivada da funcéo y

em relagdo a x no ponto x1. Logo, temos que:

fl(xl) — hm f(Ax+x1)—f(x1)

Ax
Ax—0

F(Ax + x1) = (Ax + x1)° — 6(Ax + x1) + 8 =

f(Ax + x1) = x1° + 2x1Ax + Ax" — 6x1 — 6Ax + 8

flxl) = x1° — 6x1 + 8

F(Ax + x1) — f(x1) = x1° + 2x1Ax + Ax" — 6x1 — 6Ax + 8 — x1° + 6x1 — 8 =

X + x - X = 4LX X + X — X
F(A 1) — f(x1) = 2x1Ax + Ax" — 6A

2
' _ . 2x1Ax + Ax + 6Ax
f'(x1) = lim v

Ax—0
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f'(x1) = lim 2x1 + Ax — 6 = f'(x1) = 2x1 — 6

Ax—0

3.2.1 Principais Derivadas

Apesar da derivacao por definigdo apresentar uma certa complexidade,

existem derivadas ja conhecidas, e séo elas:

Funcao f(x) Derivada f'(x)
N s
In(x) L
& i
sen(x) cos(x)
cos(x) — sen(x)
tg(x) sec’(x)
sec(x) tg(x) - sec(x)
arcsen(x) L
1-x

Exemplos:

a) Sendo f'(x) = e" + 2x° — sen(x), determine £'(0).

f'x) = ef+ 320 - cos(x) = f'(x) = e+ 6x° — cos(x) =

F0) =€’ + 6(0)° = cos(0) >1+0—1 = f(0) =0

b) Encontre—;lxlpara afuncéoy = 3x + 2\/§ — 3in(x) — cos(x) + 4.

y = 3x + 2\/; — 3In(x) — cos(x) + 4 =
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y = 3" + 2x'/% - 3ln(x) — cos(x) + 4

11

dy _ 4 .41, 21 571 31
=43+ " (— sen(x)) + 0 =
A g0 L3

o = 12x + E % + sen(x)

3.2.2 Utilizagao da derivada

Na engenharia, as derivadas sdo muito utilizadas, principalmente quando
se deseja conhecer maximos e minimos de fungdes. I1sso porque é possivel
encontrar pontos criticos da funcdo igualando sua derivada a 0, ja que a

inclinagao da reta tangente nesses pontos deve ser 0.

maximo

{
~

Y 4

minimo

O = = = = === o
O — = *

Vale ressaltar que para determinar os pontos maximos e minimos
absolutos de uma funcao, ndo basta igualar a derivada da funcao a 0, pois
existem outras verificagdes que devem ser feitas. De modo geral, nem todo
ponto que a derivada se iguala a 0 € ponto maximo ou minimo absoluto, mas
todo ponto maximo, tanto relativos quanto absolutos, possuem derivada igual a

0 ou inexistente. Como o caso da fungdo y = |x|, que pode ser vista a seguir.
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Além disso, as derivadas sao utilizadas nos mais diversos ambitos. Na
fisica, por exemplo, a fungdo da aceleracao instantdnea de uma particula € a
derivada da funcéo velocidade, que por sua vez, € a derivada da fungédo do

espaco.
3.2.3 Regra de L'Hopital

No calculo de alguns limites, € frequente nos deparamos com
. . ~ . 0 / . .
indeterminacoes do tipo - ou % Para o calculo de limites que se enquadram

nesse tipo de indeterminacao, podemos usar a regra de L'Hopital, que utiliza o

conceito de derivagao.

Atencgao: As regras de L'Hopital ndo serdo reconhecidas como respostas
de limite nas provas iniciais da disciplina de Calculo 1. Apesar disso, essas
regras nos ajudam a conferir respostas de limites que tenhamos chegado

através de outros métodos.

Aregra de LHopital diz:
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Sendo f(x) e g(x) fungbes derivaveis, se lim f(x) = lim g(x) = 0 ou

xX—p x—=p
lim f(x) = lim g(x) = o, entdo: lim L& = lim L&
N N 5 gx) N g'(x)
x—p x—p X—p xX—p

Exemplos:

4x

a) Calcule lim ——.
x—> oo 33X +2x

Como podemos observar, o limite apresenta uma indeterminacéo do tipo

%, possibilitando a utilizacdo de L'Hbpital. Portanto:

. 4x)' . 4x .
lim > (2 ) = lim > = lim ——
x— oo 3% +2x x— oo (Bx+2x) x— oo 3% +2x N x+ x> oo 3% +2x

b) Calcule lim
x—0

3x

Como podemos observar, o limite apresenta uma indeterminacéo do tipo

%, possibilitando a utilizacdo de LHdpital. Portanto:

X X X X

. e—-1 _ .. (e -1 _ . e 1 . e—-1 _ 1
lim =1 Gy = lim =3 lim =3
x—0 x—0 x—0 x—0

3.3 Integral

A melhor forma de visualizar o conceito de integral é pensando na

solugéo do problema do calculo de uma area sob um grafico de uma funcao.
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Vi

0 a b

Como encontrar a area da regido S que esta sob a curva y = f(x) do

intervalo a até b?
S={(xy]a<x<bh0<y<f(x)}

Isso significa que S, ilustrado acima, esta limitado pelo grafico de uma

fungao continua f (onde f(x) = 0), pelas retas verticaisx = aex = b.

As formulas decoradas no ensino médio, ndo abrangem esse tipo de area
e, além disso, seria impossivel decorar uma formula para cada tipo de fungéao.
Portanto, para resolver este problema, usa-se a ideia de preencher toda a area
embaixo da curva com pequenos retangulos, que € uma figura mais simples de

se calcular a drea (Area = base X altura).

retangulo

.\' &

#(1,1)

De acordo com o exemplo acima, a area almejada foi dividida em oito

A~ 1 .
retangulos de mesma largura, neste caso - Mas, para calcular um valor mais
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proximo do real de S, devemos diminuir o maximo que pudermos da largura
desse retangulo, e consequentemente, aumentando a quantidade de retangulos

necessarios para preencher a area.

~ -"rrF'-

Como mostrado acima, temos n=10, n=30 e n=50, respectivamente a

cada figura.

Portanto, para maior exatidao, podemos utilizar o conceito de limite,
dividindo a regido em cada vez mais retangulos, de modo que o n tenda ao

infinito.

Generalizando, teremos que a area A de qualquer regido S sob o grafico de

uma funcao continua f € o limite da soma das areas dos retangulos.

A = lim [f(xl)Ax + f(xz)Ax + .. + f(xn)Ax] = lim gf(xi)dx

n—> o n—>o =1

(b—a)
n

Sendo Ax a largura dos retangulos, ou seja, Ax =
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Se este limite existir, e, além disso, gerar o mesmo resultado para todas as
possiveis escolhas de pontos amostrais (ponto da fungédo que se utiliza como
altura do retangulo), dizemos que f é integravel em [a,b]. Entdo a integral de f de a

abé

b n
[fe)dx = lim ¥ f(x)dx
a n—o =1

3.3.1 Notagao

A'integral é escrita como:

b
J fGodx

Sendo:
f(x) - integrando
a e b - limites de integracao, sendo a o limite inferior e b o limite superior
dx - indicacao da variavel dependente, no caso o x

Quando a integral apresenta os limites de integracdo para ser calculada,

esta é chamada integral definida e o seu resultado é um valor:

b
Jfydx = d

Ja quando néo se apresenta os limites de integracao, esta € uma integral
indefinida e resulta em uma fungdo. Cabe destacar que nesse caso, sempre é

necessario adicionar uma constante a cada integracao.

[ fGodx = g(x) + d
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3.3.2 Principio do Teorema Fundamental do Calculo

O Principio Fundamental do Calculo é chamado assim, pois estabelece
uma conexao entre os dois ramos do calculo: o céalculo diferencial e o célculo
integral. Ramos estes que surgiram de problemas aparentemente nao
relacionados: o problema da tangente e o da area, respectivamente. Mas, na
verdade, estao estritamente relacionados, ja que, como a subtracado e a soma, a

integracgao e a derivada, S0 processos inversos.

Como estamos em um material de nivelamento, ndo € conveniente
explicar todas as particularidades deste teorema, porém, com isso ja é possivel
entender o objetivo dessa ferramenta, descobrir para que € utilizada e servir de
base para os conteudos mais aprofundados. O mais importante em se ter em

mente no momento, € basicamente o seguinte:

J flydx = F(x)

De modo que F(x) é chamada de primitiva de f(x), logo:

=)

3.3.3 Propriedade das Integrais

A seguir, tém-se algumas das propriedades das integrais que podem ser
utilizadas para facilitar as contas. Considere ¢ uma constante qualquer e f(x) e
g(x) integraveis:

b

. [cdx =c(b — a)

a

b b b

I JIf() + g@)ldx = [ f()dx + [ g(x)dx
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b b

b
M. [If(x) — g()]dx = [ f(x)dx — [ g(x)dx

a

b b
IV. [c:fx)dx=c-[f(x)dx

b c c
V. [f()dx + { f()dx = [ f(x)dx

b
VI. Sef(x) =0paraa < x < bentdo [ f(x)dx = 0
a

b b
VIl. Sef(x) = g(x)paraa < x < bentdo [ f(x)dx = [ g(x)dx

3.3.4 Integragao de fungoes polinomiais

Pensando na relagdo entre integral e derivada apresentada anteriormente,
e, também lembrando que toda vez que vocé deriva um polindmio através da
“regra do tombo”, vocé diminui o grau do mesmo. Por isso, faz sentido afirmar

gue toda vez que integra-se um polinbmio, aumentara o grau dele.

Na pratica, teremos:

Exemplos:

24

3 23 3 23 x4 X x4
1. [[x +x7]dx = [xdx + [ x dx =% +c + 5 +c, =%+

24
X

24

+ c

No primeiro passo desse exemplo, foi utilizada a forma para integral
indefinida da propriedade Il. Em seguida, foi utilizada a regra para se integrar
polinbmios e cabe destacar que ao final, pode-se representar as constantes em

uma so.
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4 34' 3 3
2. [dx=%] =4 S 627 _ 3
3xx—33—3—3—3—3

Neste caso, primeiramente resolveu-se a integral pela definicdo e depois
aplicou-se os limites de integracdo. Cabe destacar que como € uma integral

definida, ndo é necessario incluir uma constante.
3.3.5 Outras Integrais Importantes

Lista-se, a seguir, outras integrais basicas importantes de se ter como
cartas na manga, pois sempre aparecem, lembrando que também é possivel

verificar estas a partir da derivagao.

e Exponencial e logaritmo:

f%dx = In|x|+ ¢
fexdxze +c

e Trigonométricas:

[ sen(x)dx =— cos(x) + ¢

[ cos(x)dx = sen(x) + c

[ sen’(x)dx = tan(x) + c

[ cossec’ (x)dx =— cotan(x) + ¢
[ sec(x) - tan(x)dx = sec(x) + c

[ cossec(x) - cotan(x)dx =— cossec(x) + ¢
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[——dx = arctan(x) + ¢
x +1

/

! —dx = arcsen(x) + ¢
1—x

Exemplo: [ [x4 + % —e'ldx = fx4dx + f%dx — [e'dx = x? + Inlx|— € + ¢

No primeiro passo, foi utilizada a forma para integral indefinida da
propriedade Il e da propriedade Ill. Em seguida, foi utilizada a regra para se

integrar polindmios, exponencial e logaritmo apresentadas nessa secao.

4. BONUS

Agora que vocé ja viu tudo, podemos te mostrar dicas valiosas! Existem

sites na internet que nos auxiliam com as contas e a visualizacao de graficos.
4.1 Symbolab

E um site que é como uma calculadora digital, nele ha diversas opcoes,
podemos calcular desde matrizes até integrais mais complexas. A versao

gratuita dele ja da conta do recado e vale a pena explorar todas as suas
funcionalidades.

C @ ptsymbolab.com

2 *
Y mbolab Q £ U A D i B i BT PARTICIPAR  INICIAR SESSAO
Solucaes Créficos Pratica Geometria Calculadoras Caderno
Formatando dicas »
Basic [P ABF | sincos | 2+ | Tov | BSTI (g 8) mo B
o 1 T YO 2 g T o 50 ] 4 \
dx
N o
\ < = o) O fog)  flx) In g . =
- N o = \ )
(o) aﬁ in lim > sin cos tan cot csc sec k S, )
\ ' =
3 Acoes mais Utilizadas !! J L
simplificar resolver para inversa tangente linha Ver Tudo ¥
Digite um problema “
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Link: Symbolab

4.2 Geogebra

E um site do proprio Google que é possivel visualizar diversas coisas,
como por exemplo graficos de fungdes, tanto afins quanto polinomiais, também
podemos entrar na fungdo 3D, quando estamos lidando com fungdes do R®. Isso
pode te ajudar, e muito, com a visualizacao grafica. Navegue pelo site e descubra

as diversas ferramentas que ele possui.

C @ geogebra.org/calculator 2
= GeoGebra Calculadora | A/ Gréfica - <
|| ¥
Q flx) = x> —2 H ) ]
] N 3
2

A
v
N
v
-
S]
w

n
®

Link: GeoGebra

Esses foram dois dos mais conhecidos e Uteis, mas vocé pode descobrir
outros, como por exemplo o “desmos” que € bem parecido com o symbolab, 0s
aplicativos “mathway” e “photomath” que funcionam com o mesmo objetivo,
sendo que o ‘photomath’, diferente dos citados anteriormente, te permite
fotografar o exercicio a ser resolvido. Ademais, todos apresentam uma interface

intuitiva que busca, da maneira mais facil, te auxiliar em seu aprendizado.
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LISTA DE EXERCICIOS

Inequacgoes
1. Resolva os exercicios a seguir, sabendo que as inequagdes sao simultaneas.
a)3x +2=>5x—24x—-1>3x—4e—-2x<x—6
b)x—320€x2—5x—6<0
C)x2—2x+8S8ex2—2x+8>3
2. Resolva 0s exercicios a seguir, usando 0s conceitos de inequacao produto.
a)(x—2)1-2x) <0
b) Bx — 2)(x + DB —x) <0
O(x+DE —x+5)x —4) <0
3. Resolva os exercicios a seguir usando os conceitos de inequacgao quociente.

(3x+4)
a) o 2= 2

2
b) (x —28x+12) <0
(x—16)

2
4. Afuncédo f(x) = -/ f:‘ » tem como dominio qual conjunto solugao?
X +X—

Fatoragao

1. Fatore as seguintes expressoes:

a) 5ab’ + 10a°b’ — 15a°b"
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b) 2ac — 2ad + bc — bd

C) 4xt — 16x3y + 16xzy2

d) 5x° — 5y3

2. Se a e b sdo numeros reais inteiros positivos tais que a — b =7 e

a’b — ab” = 210 qual o valor de ab?

2
impli i x 6x+9
3. Simplifique a seguinte expressdo y = X122
x =9

X—4x’—4x+16

4. Simplifigue a seguinte expressaoy = >
x —6x+8

Observagéao:x # 2 e x # 4

Médulo

1. Resolva as equacgoes:

a X +3x| —18=0
b. [2x — 7| = |x + 4|
C. lx+1]=2x—-6

2. Mostre como ficaria o grafico da equagao f(x) = | — x + 1].

3. A figura abaixo mostra o gréafico da fungéo f(x).
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— T

Hf
1]

O numero de elementos do conjunto solugdo da equacao |f(x)| = 1,
resolvida em R € igual a:
a) 6

O

@)

) 5
) 4
d) 3

4. Faca um esbogo do grafico da equagéo f(x) = |x + 2|]| — 2].
5. A soma das raizes distintas da equagao X = 5x + 6= |x — 3] €é?
6. Qual é a soma das raizes distintas da equacao |x — 2|| — 2| = 2?
7. Resolva a seguinte inequacgéo |x — 1| + |x — 3| < |4x|.
Logaritmo

1. Determine os seguintes logaritmos:

a) log2(128)

b) log~/3(27)
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c) log 55 (5+/5)
d) log25(0, 005)
2. Calcule:

A = log2(log3(81))
3. Dado log2 = 0,30 e log3 = 0,48, determine:
a) log0,003
b) log1, 44

c) log~/2700
k
4.log8(m) ==
a+1
5.1og9(20) = =5
Plano Cartesiano e 3D

1. Localize os pontos A, B, C, D, E, F e G a seguir, indicando o quadrante em que

se encontram.
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YA
5_
A |
34
g 2]
D
I 4 2
C
I 1 I 1 1 O 1 I 1 I 1 p‘
3 ST S W o tsl4 51X
_l_ F
-2 1
E -3
-4 :
_5_

2. Em um plano cartesiano, foram marcados os pontos A (8, -17), B (27, 43), C

(-4, 13). Qual o quadrante que ndo possui nenhum ponto?

3. Que superficies de R® sdo representadas pelas equagdes:

4. Considere os pontos no espaco tridimensional: A (1, 0, 4), B (3, 6, 4), C (3, 4,
-10).

a) Qual o ponto D de modo que A, B, C e D formam um paralelogramo?

b) Em qual octante estdo localizados os pontos A, B, C e D?

Deixamos alguns exemplos para serem praticados:

116



PET ENGENHARIA CiVIL
DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA CIVIL
LUNIVERSIDADE FEDERAL DE SAO0 CARLOS

ROoOD. WASHINGTON LUz (SP-3210)

a - PETCIVILUFSCAR@GMAIL.COM
Km 235 - SAao CarLos - SP

R, (16) 3BO6-6589

PETBlvn_

F www.FraceEBDOK.COM/PETEIVIL.UFSCARS

Equacoes de Retas

1. A equagao da reta que tem coeficiente angular e linear, respectivamente, iguais
az2/3e-1é

a)x+3y-5=0
b)2x-3y-3=0
c)2x-3y+3=0
d)y=-x+2/3
e)y = 2/3x

2. Para que valores de a as retas r1 de equacgdo 2x + (a -2)y - 5 = 0 e r2 de

equacao 4x +ay - 1 = 0 sdo concorrentes?

3. A reta que passa pela origem e pelo ponto médio do segmento AB com A=(0,3)
e B=(5,0) tem qual coeficiente angular?

A) 35

25
32
1

o @

)

)

)

D)
Limite

1. Resolva os limites abaixo

a) lim X =7 b) lim 41

x—2 x—> -1
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c) lim 4x° + 3x — 2 d) lim —=

x—0 x— -2

2
2. Sendo f(x) = = —L calcule, caso exista, 0 lim fx).

x—1
x—1
3.Sendo f(x) = % S—ix - ﬁ), calcule, caso exista, 0 lim f(x).

x—0

4. Sendo f(x)

(% — %), calcule, caso exista, 0 lim f(x).
* x—0

5.Sendo f(x) = j;__z,calcule, caso exista, 0 lim f(x).
x—9

6. Resolva os limites abaixo, caso existam.

a) lim x° + x — 6 b) lim X —x+6

x—2 x—2

7. Resolva os limites laterais abaixo:

a) lim X -1
x> -2
b) Sendo f(x) = (Inserir chave grande) x + 3, se x < 0; 1, se x = 0; X3, se x > 0,
calcule lim f(x) e lim f(x).
x—=0" x>0

8. Verifique a existéncia dos limites apresentados usando limites laterais:

a) Sendo f(x) = (Inserir chave grande) cos(x), se x < m; sen(x), se x > m, calcule
lim f(x)
X1

b) Sendo f(x) = (Inserir chave grande) x>, se x <2, x+ 1, se x = 2, -x* + 2x + 4, se X

> 2, calcule lim f(x)
x—2

118



PETiCIVIL

PET ENGENHARIA CiVIL

ﬂ ROoOD. WASHINGTON LUz (SP-3210)
Km 235 - SA0 CarLos - SP

F www.FraceEBDOK.COM/PETEIVIL.UFSCARS

DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA DIVIL
UNIVERSIDADE FEDERAL DE SAO CARLOS

PETCIVILUFSCAR@GMAIL.COM
R, (16) 3BO6-6589

9. Calcule os limites abaixo:

6.1, 2 . x

] (a3 b) lim —

a) lim ———— = X1
x>+ x

3 2
10. Sendo f(x) = ﬁ calcule lim f(x).
X — +o00

Derivada

2 3
1. Se a posi¢do de uma particula é dada por x = 4 — 12t + 3t + 3t (onde't

estd em segundos e x em metros) qual a velocidade da particula em t=1s?

Escreva a equacgao da aceleracao instantanea da particula.

2. Determine as coordenadas do ponto maximo ou minimo da funcao

f(x) = 4x° — 5x + 1 utilizando derivada.

x3+x2—5x—3
3. Calcule lim ——=E=5x3
x—=1 X —7x +11x-5

4. Projete um jardim retangular de area maxima protegido por uma cerca,
sabendo que temos 100m de cerca. Determine os lados do jardim em metros e a

area maxima.

Integrais

1. Integre as seguintes funcoes:
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a) f(x) = +x X —x
b)gx) =5 +x =%

c)h(x) = 3x — —

d) i(x) = sen(x) — cos(x) + x

GABARITO

Inequacgoes

1. a) Solugado parte 1: x < 2; Solugdo parte 2: x >— 3; Solucdo parte 3: x > 2.

Portando, solugéo final: § = {}
b)S={x€R|3<x<6}
c)S={x€eR|0<x<2}
2.a)S={x€R|x S%ouxZZ}

b)S = {x € R| —1<x<%oux>3}
c)S={x€eR| —2<x<1louxz=2}
3.9)S={x€R| —=<x<1)
b)S={x€R| —4<x<20u4<x<6}

4 S={x€R| —3<x<—20ul<x<3}

Fatoragao
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1.a) 5ab’(1 + 2a — 3a’b%)
b) 2a + b)(c — d)
c) 4x2(x - Zy)2

d) 5 — Y& + xy +y)
2.ab = 30

_ (x+3)
3.y = 3

4.y =x+ 2

Maddulo

1.8)S = {— 3,3}

b)S = {1,11}

c)S = {7}
2.
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5.Soma =4

6. Soma =4

7.S = {xe(Reais)/x <— 2 ou x > 2/3}
Logaritmo

1.a) log2(128) = 7

b) log3(27) = 6

c) log55 (55) ==

d) log25(0, 005) = -

2A=2

3.a) log0,003 ~— 2,52

b)logl,44 ~ 0,16

c) log\2700 =~ 1,48
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Plano Cartesiano e 3D

1. A (-3,5, 4), 2°Quadrante; B (-2,5, 2), 2°Quadrante; C (0,0), Origem; D (5, 1),
1°Quadrante; E (-3,5, -3), 3°Quadrante; F (1, -1,5), 4°Quadrante; G (4, -4,5),
4°Quadrante.

2. 3° Quadrante.

3.a)x=7
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b) A: plano xz; B: 1° Octante; C: 5° Octante; D: 8° Octante.

Limite
1.a)-3
1.b) 0
2.2
3.-6/25
6.2)0
7.2)3

8.a) O limite ndo existe

L4 C
1.c)-2
1.d)-1

4. O limite ndo existe

5.-6

6.b) 8

7.b) 0 e 3 (respectivamente)

8.b) 4
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9.2) 0

10.0

Derivada

-_—

2. (%; %)

4. A=625m%x=y=25m

Integrais
x7 x13 x25 x49
la)T+gt+tg—Ggte

13
5 x

5

d) — cos(x) — sen(x) + x? +c

v(1) = 3m/s;a(t) = 6 + 18t.
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